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SUR LA RELATION ENTRE LE MODULE D'UN DÉTER- 

MINANT COMPLEXE ET SON DETERMINANT REEL, 

ASSOCIE. APPLICATION A LA THEORIE DES FORMES 

HERMITIENNES ET A CELLE DES MODULES DES MA- 
TRICES COMPLEXES 


Par J. SZARSKI et T. WAZEWSKI (Krakow) 
wt 
g°Chaque transformation linéaire T se rapportant aux points 
de l’espace complexe a n dimensions, peut être interprétée 
comme une transformation réelle T* des points de l’espace 
réel a 2n dimensions. Nous démontrons dans la note présente 
que le carré du module du déterminant de la transforma- 
tion 7 est égal au déterminant de la transformation T*. Cette 
remarque nous permet de réduire certains problemes dans 
l’espace complexe aux problèmes analogues dans l’espace 
réel. Nous en donnons l’exemple sous la forme de deux théore- 
mes appartenant respectivement a la théorie des formes her- 
mitiennes et 2 celle des modules des matrices complexes. 
Considérons la transformation linéaire: 


* (1) Yj = AjkTk 1) 9 =1,...,f00; k — 15.400 


m n'étant pas forcément égal à n, et ax,y;,xx étant com- 
plexes. 
Désignons respectivement par R(z) et J(z) la partie réelle 


et la partie imaginaire du nombre complexe z=R(z)-+ il(2), 
et posons: 


(2) R(y)=mn; Iy)=nj; R(ax)=Sk; (en) = Ex 


n 
1) Au lieu d'écrire Y' aygxx, nous écrivons tout court ajkzk. Nous 
k=1 


nous servirons de cette notation abrégée dans le suite. 
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En comparant respectivement les parties réelles et les 
parties imaginaires des équations (1), nous en obtenons la 
transformation linéaire et réelle: 


nj = R(ajk) : Ek —I(ag) Ek 
ny =I(a) Er R(ayk) + Eh. 


Def. 1. La matrice, à 2m lignes et a 2n colonnes, de la 
transformation (3) c. ad. la matrice: 


| R(ayx) s (An) 
I(a),  R(ax) 


sera appelée associce de celle de la transformation (1), c. a d. 
de la matrice, a m lignes et a m colonnes: 


(3) 


(4) j=1,....m; k=l... h. 


(5) | az || See, 0199983 k=1,...,n 


Notation. Si la matrice (5) est désigne par A, alors celle qui en est 
associée sera désignée par A* 

Supposons maintenant que A =||aya||, B=||bya\|, (7 = 1,...,m; K=1,...,2), 
soient deux matrices quelconques aux éléments complexes. En vertu de 
la Définition 1 on déduit, sins difficulté, les relations suivantes 2): 


a) (4+.B)*=A*+ B* 

8) (K-A)* =k-A* (k désigne un nombre réel quelconque). 
y) (A-B)* = A* a Boe (nous multiplions lignes par colonnes). 
ô) (AŻ) A 

e) (4*)1 =(A—!)* (pour m= n et matrice A non-singulière). 


Théoréme 1. Supposons que, pour la matrice (5), on ait 
l'égalité m=n. Nous affirmons que, si la suite: 


(6) ACTE 


représente la suite complète?) de racines caractèristiques de 
la matrice (5), alors la suite: 


EJ 


(7) VEZ Pa? A 


constitue la suite complete de racines caractćristiques de la 
matrice (4). 


2) Cal | désignent respectivement les matrices: transposée, con- 
juguće et inverse de la matrice C. 
3) Chaque racine k-tuple figure dans la suite exactement k fois. 
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Dóm.: Le polÿnôme caractéristique de la matrice (4) 
a la forme: 


Ram) — dd, —I(a5k) 


8 (2) = 
+ RUN I(aj) , R(ay)— dyed 


En multiplant par i les lignes du groupe inférieur de ce 
déterminant et en les ajoutant aux lignes correspondantes 
du groupe supérieur nous obtenons: 


jk — Ójk À LA ję 10 x À 


(9) w(2) = I(ajp) ì R(ajr)— jka 


En multipliant, ensuite, par — les colonnes du groupe 
gauche du déterminant (9) et en les ajoutant aux colonnes 
correspondantes du groupe droit, nous obtenons: 


aa © 20 
(10) cje ee ot 


I(a;k) 5 dj — Ójk À 


En vertu du théorème de Laplace, il en résulte facilement 
que: 


(11) w(À) — Det ({layx— 6x Z|) - Det (||G,y4 — 0x A) ae 


Le théoréme 1 est, comme on le voit facilement, une con- 
séquence immédiate de la relation (11). 

Posons maintenant dans l’identité (11), A=0. Nous obte- 
nons alors: 


I 


a | laje), —L (aj) 
Wane ED Del | Ian), R(an)| 


= [Det ([[al])|?. 


| = Det (||a;x||) - Det (||2;x||) = 


Nous avons donc le 

Théoréme 2. Le carré de la valeur absolue d'un détermi- 
nant complexe est égal à son déterminant associé 5). 

Considérons maintenant une matrice d’Hermite: 


(13) [hjal] t= Dy scag the 


4) Nous désignons par Det (||a;x||) le déterminant correspondant à la 
matrice ||ajk||. 

5) Nous entendons par déterminant associé le déterminant qui cor- 
respond à la matrice associée. 


1* 
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c. ad. une matrice pour laquelle on ait: ° 
(14) hin= huj. 


Théorème 3. 
I. Si la suite: 


(15) Mis Has =y Un 

constitue la suite complète de racines caractéristiques de la 
matrice (13), alors la suite: 

(16) Myy His May May +00, {ny Un 


représente la suite complète de racines caractéristiques de la 
matrice associée: 


6) 


| R(ływ), --I(hyn) 
| (hjr), R(hyx) 


II. Le carré du polynôme caractéristique de la matrice 
hermitienne est égal au polynôme caractéristique de sa matrice 
associée. 

Dém.: 

I. La matrice (13) étant hermitieunes toutes ses racines 
caractéristiques sont, comme on le sait, réelles. En vertu du 
théorème 1, il en résulte la première partie du théorème 3. 

II. Désignons par w.(u), le polynôme caractéristique de la 
matrice (13) et par w(u), celui de sa matrice associée (17). 
En vertu de ce que nous venons de démontrer, nous avons: 


(17) 


(18) Wy (pt) = (41)... (Un— 1) 
(19) Wel) = (uu) (ui)... (nn) (Hn u). 
Il en résulte que: 
(20) Wu) = (W(u))? e. q. f. d. 


Considérons, à présent, une forme d’Hermite, c. -à -d. l’ex- 
pression: 


(21) hjnCj Tp 3) (7,k= 1,...,0) 


8) Il est clair, en vertu de (14), que la matrice réelle (17) est symé- 


trique. 
n 
= 


n 
7) Le symbole hy,ajZ, désigno la somme double Y' X’ ht. 
FI k=1 
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où ||[kx|| est une matrice hermitienne. En vertu des relations (14), 
et en nous servant des notations (2), nous avons: 


(22) R jy Lj Ey = R(hjy ts Zp) = R( hyn) jEr + R(hyk) En 


—I (hin) EE + 1 (Byk) &;Eko 


Il en résulte que la forme d’Hermite correspondant a la 
matrice (13) est identique avec la forme quadratique réelle 
correspondant à la matrice symétrique (17). 

Supposons maintenant que, pour une autre forme d’Her- 
mite, correspondant à la matrice hermitienne ||h’,||, on ait 
l'inégalité: 

(23) hit; Tr < hę Cz Zp 8) 

et que les suites: 

LEE | 

24 LS ete RG 
( ) Ją Z łą a An 


représentent respectivement les suites complètes de racines 
caractéristiques des matrices ||hj,|| et ||hjl|- 

En vertu du théorème 3, des relations (22) et (23), et d'un 
théorème bien connu *) se rapportant aux formes quadratiques 
réelles, on a alors les inégalités suivantes: 


(25) his DR. , Ne. 


Nous avons done le 

Théoréme 4. Si deux formes hermitiennes, correspondant 
respectivement aux matrices hermitiennes ||h,,|| et ||h;.|| remplis- 
sent l’inégalité (23), alors leurs racines caractéristiques respecti- 
ves (24) satisfont aux inégalités (25). 

Def. 2. Par le module d'une matrice ||ayl|, (j=1,..-19%; 


k=1,...,n) aux éléments complexes, nous entendrons l'expres- 
sion suivante: | 


(26) M= Det (|laxl|-|\&xll) 


(ou nous multiplions lignes par lignes). 


8) Les expressions figurant dans l'inégalité (23) sont, comme on le sait, 
réelles. 

°) Courant-Hilbert: Methoden der mathematischen Physik, Ber- 
lin 1924, p. 18. 
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Remarque 1. Le déterminant Det (||ay||-||Gm||) étant égal, 
en vertu du théorème de Cauchy, à la somme de certains dé- 
terminants multipliés par leurs déterminants conjugueés, 
l’expression sous la racine est toujours non-négative. 


Remarque 2. Si m=n, le module de la matrice est égal 
4 la valeur absolue de son déterminaut. 


Théorème 6. Si l’on désigne par M* le module de la ma- 
trice associée de la matrice ||aj,||, alors on aura la relation 
sulvante: 

(27) M* =M°. 


Dém.: Posons: Ajr = Amt dan. 
En vertu de la définition 2, nous avons: 


R W QV. ee Po dA 
(28) M /Det (|a: as + py’ Asi 1 i (an Asrar Ax) ||) ) 
7 Z 
liks — (bjk 
r} 


M* - ne | ) = 
|| djk: ik 


(29) (FI „asa, m) 


[|a ri: st- Ari’ dst» Ari’ ast — TPE asi 
\ Art: As —Ax* Asi; ari ast + Art Asi 


En vertu du théorème 2 nous avons l'égalité: 


= y Det ; 
J 


| Det (lan dan an asti (andy — an: ag1)||) |? = 
(30) Da | Ari asi- Arash Ar’ Asi Art Ast || 
Art: Usl - Ap: Asis Ort An! f Api * asi J- 


En TERT les relations (28), (29) et (36) nous obtenons 
la relation (27) qu'il fallait démontrer. 


Li 


n 
sı désigne la somme >’ a ay. Il en est de même 


10) Le symbole a_,:a 


= 
.d’autres symboles de la forme analogue figurant dans (28) et (29). 


SUR LES. SOLUTIONS DE L’ÉQUATION LINÉAIRE DU 
TYPE PARABOLIQUE DETERMINEES PAR LES CONDI- 
TIONS INITIALES 


Par MIROSŁAW KRZYŻAŃSKI (Kraków) 


Je me sens obligé de faire plusieurs rectifications et remar- 
ques concernant mon travail, qui vient de paraitre dans ces 
Annales, t. XVIJI (p. 145). Voici en quoi elles consistent. 

1. Les énoncés des théorèmes II et III (n-ros 6 et 7)1) 
sont inexacts. L'application des thćoremes de M. GEVREY 
exige des hypotheses supplémentaires 2) concernant les coefif- 
cients de l'équation (1) et la fonction f. Or le procédé dont 
je me suis servi dans la démonstration de ces théorèmes permet 
de démontrer un thćoreme, qui met mieux en evidence la 
portée des méthodes appliquées. 


Théorème. Nous supposons que: 1° les coefficients Ax, a, 
et c de l'équation (1) satisfont aux conditions (3), b=1 et f 
est continue, de classe E,, 2° étant donnée une fonction 
P(gy,Cą,...,y), continue dans la couche R, (voir 3, p. 147), il 
existe dans tout parallélépipède RÓ, détaché de la couche R, 
par les hyperplans 1, = const (i= 1,2,...,m), une solution de (1) 
identique à © pour y=0 et sur la surface latérale de RO. 

Alors, si la fonction ©, de classe E, dans R, est choisie 3) 
de sorte que Qy(2,,Ts,...,C,0)=Pp(Xy,To,...,Cm), la suite des 
solutions un de (1) déterminées dans les parallélépipèdes RY 


—— 


1) Les numéros des paragraphes, pages et formules qui sont cités 
dans la présente note, se rattachent au travail du t. XVIII. 

2) Voir le travail cité à la page 150 (t. XVIII). 

3) On peut poser d'ailleus Qy(t;,Tą,...,Tm,Y) = P(r Tzs... Tm). 
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détachés de Ro par les hyperplans x,= +n, telles que: 


(A) Un(Ly, Loy 0005 Dm, 0) = q (Ty ETEL sm); È 
0 
Un (Las Los. „Um Y) =P o( 21) Loy vs 2m Y) sur Sn 


S® étant la surtace latérale de RY ’ est convergente pour n—+00 
dans une couche EC,, dont la hauteur h dépend des coeffi- 
cients de (1) et des fonctions f et ©,. La limite u= lim u, est 


une solution de (1), satisfaisant a la condition (2). le appar- 
tient à la classe £}. 

La démonstration ne diffère point de celles des th. I et II, 
les conditions (9) ćtant remplacćes cette fois par (4). 

On peut supposer, sans restreindre la généralité du rćsultat, 
que c>0, car, dans le cas contraire, on tait le changement 
de l’inconnue: u=u,6V (y, > y). 

2’. Dans la definition de la fonction H (n-ro 3, p. 148) 


x, w 
le nombre ô doit étre inférieur à —. Dans les formules pour 


u 
F(H) manque le facteur H aux seconds membres. 


3’, Supposons qu'au point P(2y, Tą, ...,Tm,y) On ait: D Apdde= 


tk=1 
m m 


= Y(X gui)’. D'après M. GIRAUT (voir le travail cité à la 
n=l j=1 

p. 150), la fonction u(2x,,%5,...,Tm,y), admettant au voisinage 

de P les dérivées du I-er ordre continues, est une solution de 

l'équation (1) au sens généralisé, lorsque: 


(u) +f=0, 
m 
avec: $(u)= lim net S[2u(X) — u(Xn) — u(Xx)] + (u(x) — 
| — n=1 
— u(X)j + > “ays + cu, ou XV, Xn, X” sont les points aux 
Tj 
KI 1 
coordonnées égales resp. à: Li+ gnt,y(1=1,2;...,m); Xi gnit, Y; 
Ty Y + bt. 

On peut démontrer que si dans un domaine borné D, limité 
par deux caractéristiques et une surface Ś, les coeffitients b 
et c sont supérieurs aux constantes positives by et co f>0 
(ou f<0), et la fonction u est à l’intérieur de D une solution 
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de (1) au sens généralisé, elle ne peut atteindre dans D un 
maximum positif (resp. un minimum négatif) que sur la sur- 
face S, ou sur la caractéristique intérieure 4). 

Observons enfin que le changement de l’inconnue u=v-H 
(voir n-ros 4, 6, 7) transforme (u) en une expression avec 
le coefficient de v égal a F(H), donc positif. Il en résulte que 
le thćoreme ćnoncć dans la présente note s’applique aussi 
aux solutions de (1) au sens généralisé. 

4. Nous avons supposé jusqu'ici que les coefficients de 
l'équation (1) sont bornés. On peut étendre les résultats obtenus 
au cas, où les coefficients a; et c satisfont aux conditions: 


m m 

Vis rie Mt (a et y— deux con- 
ana (2 le | +1) jely (Dai | 1) stantes positives), 
Aj, restant encore bornés et b=1. En effet, il suffit de modi- 
fier le coefficient „(k) dans l'expression pour la tonction H 


(voir le n-ro 3) de sorte que l'on ait encore F(H)>05). A cet 
effet on pose: u(k) = 4k + 2a + 7?, 


Les ¢quations de cette espece interviennent dans la theorie 
de la diffusion 8). 


4) Un théorème analogue pour l’equation du type elliptique et pour 
c>>0 a été démontré par M. Giraud. Voir: Bulletin des Sc. Math., 2-me 
8. t. LV] (1932), p. 248. 

5) Le lemine du n-ro 5 reste valable à condition du choix convenable 
de la hauteur de la couche 1». 

6) M. Smoluchowski: Uber Brown’ sche Molekularbewegung. Annalen 
der Physik. Band 48 (1915) p. 1103—1112. 


SUR LA THEORIE DES OBJETS GEOMETRIQUES 


(Réduction des objets géométriques spéciaux de premiére classe aux 
objets du type 4) 


Par ST. GOŁĄB (Kraków) 


Dans le travail présent je démontre que dans l’espace 
à un nombre quelconque de dimensions n chaque objet gćome- 
trique de premiere classe (selon la terminologie de MM. SCHOUTEN 
et HAANTJES)!) a une et unique composante est un objet du 
type 47). Le problème de la détermination de tous les objets 
du type A étant déjà résolu 3), il en est de meme de la question 
de trouver tous les objets purs de première classe. 

En ce qui concerne la terminologie, nous renvoyons le 
lecteur au travail cité plus haut 4). 

Etant donné dans l’espace n-dimensionel X, un pseudo- 
groupe 5) de toutes les transformations: 


(1) = pil Sty cos En) =" Girl Ex) (1=1,...,7) 


telles que les fonctions pi possèdent les dérivées partielles du 
premier ordre continues: 


sd 
CY; ti 

(2) OE; = dik 

et telles que le jacobien 

(3) A = |a| +0. 


1) J. A. Schouten et J. Haantjes: On the theory dj the geometric 
object. Proc. of the London Math. Soc. Ser. 2. Vol. 42 (1937), 356—376. 

2) St. Gołąb: Uber die. Klassifikation der geometrischen Objekte. Ma- 
them. Zeitschr. 44 (1938), 104—114, § 3. 

2) gaci. 5) 

SUIT) 

5) St. Gotab: Uber den Begriff der ,.Pseudogruppe von Transformatio- 
nen, Mathem. Annalen 116 (1939), 768—780. 
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Désignons par x, resp. par £, la composante d'un objet 
géométrique dans le système (£x) resp. (£x). 

Nous supposons que l'objet donné est un objet gćomć- 
trique spécial, pur de premiere classe, c'est a dire que la loi 
de transformation de la composante a la forme suivante: 


(4) T= f(a, an) = f(x; a). 


La fonction f est une fonction de 1--n* variables indé- 
pendantes. La méthode que nous allons appliquer dans la suite, 
exige l’hypothese supplémentaire que f soit pourvue des de- 
rivées partielles continues du second ordre. 

La fonction f doit satisfaire 4 une équation fonctionnelle 
itérée. Pour l'obtenir nous envisageons encore un troisieme 
système de coordonnées È, et posons: 


| Š= vila) 

n eli 
Nous avons d’une part: 

(6) D = f(%; 8). 


D’autre part, si nous posons: 


| wilga(5)] = zil Fx) 
dépeint 
nous obtenons: 
(8) T = f (x;y). 


Il est manifeste que (6) et (3) conduisent à la relation: 


(9) f{{2;a);B}=}(;7). 


Mais on a, d’aprés une propriété bien connue, 


ig agg o dyi DE; ‘ 
(10) rem Be. = à DE, 3, 2 Puan 
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et, par conséquent, la relation (9) prend la forme explicite 
suivante: 


(11) ff (x, ar), Bir} = (T, iy Bij ax). 
J 


L’équation (11) doit être remplie identiquement par tous 
les am et Pm pourvu que l'inégalité (3) ainsi que linégalité 


(12) V = |Pu| +0 


soieut vérifiées et pour tous les x appartenant à un ensemble E, 
dont la nature importe peu en ce moment. 

Remarquons encore que la fonction f doit satisfaire 4 une 
ćquation supplémentaire, qui n'est pas une consćquence de 
l'équation (11) et qui provient du fait, qu’une transformation 
identique &= È, (1—1,...,n) ne peut pas changer la compo- 
sante de l'objet. Nous avons donc: 


(13) x == f(x, Oik)s 


où Ów est le symbole de Kronecker bien connu. 

Nous désignons dans la suite par fo la dérivée de f par 
rapport à la variable x et par frs la dérivée partielle par rapport 
à arsi 

of of 
(14) fo 397 fre gaz” 

L’équation (11) admet des solutions constantes ainsi que 
la solution triviale f—zx, qui ne dépend pas des variables ag. 
Nous excluerons dans la suite les solutions de ce genre en 
supposant qu'une au moins des dérivées frs soit différente 
de zéro: 


(15) fra +0 pour un couple (r,s) au moins. 


En différentiant l'équation (11) par rapport à ax nous 
obtenons: 


(16) folf(eza);8)-fulaza) = ŻY fos) SE 
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Comme 


© rs © s 
| 18) Zaj a) Pis. = = N Bar Oj Osk = PriOsk; 


San, Le 


la relation (16) on la A 


(18) fol/(©;a);8) fn(c;a) = À fa(czy)Bn. 


En posant dans (18) a;= 0% et en tenant compte de (13) 
et de ce que 


(19) va= D Byan= > Byd = Bir 
j j 

nous parvenons aux relations: 

(20) fo{a; B}- TEGE ów) = > fre(t;8) Bri 


Comme les fonctions f„(c,óm) ne dépendent que de la 
variable x, nous pouvons poser: 


(21) fin(L, Ów) = Wik(2), 


ce quì nous permet d'ecrire (20) sous une forme abrégée: 


(22) 2 Bu Írel2; 8) = w1in(2)-fo(08). 


Le aombre des relations précédentes est égal a n?, car les 
indices ¿i,k parcourent les valeurs 1,...,# indépendamment. 
Traitons (22) comme un système de n? équations aux dérivées 
partielles homogènes du premier ordre à une fonction inconnue f, 
en supposant pour le moment que les coefficients w(x) 
soient connus. Transformons ce système en un système équi- 
valent de JACOBI. Cette opération peut être exécutée en ré- 
solvant le système par rapport aux dérivées fik parce que 
le déterminant W des coefficients est égal, comme un calcul 
facile le montre, à: 


(23) W = | balt = "+0. 


En résolvant (22) par rapport aux fi,(2;f), nous obtenons: 


(24) fir = D} Bij0jky 


J 
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où By est le mineur algébrique de l'élément 8, dans p. Les 
relations (24) peuvent être facilement vérifiées en s'appuyant 
sur un théorème bien connu: 


(25) I BaBy =V òy. 
r 
D’après notre hypothèse (15) le système (24) admet les 
solutions non triviales (ne se réduisant à une constante). En 
égalant à zéro tous les crochets de POISSON nous obtiendrons 
quelques conditions nécessaires pour les coefficients wy. 
Eu introduisant les abréviations: 


Bir 
(26) Xuf= ta—| 2 A. i cin hos 
nous pourrons ecrire notre système sous la forme: 
(27) Xaî=0 (i k | Mises ili 
Prenons un couple (j,l) différent de (t, k): 
(28) (i—j)} + (k—1)} > 0 
et formons le crochet de Poisson: 
(29) (Xir Xy)f. 
Dans ce but remarquons, qu’il subsistent les relations: 
' (B, 
Y „Yyy se — > ( Bir) ‘Oph’ 
(Am) = - UA Wrk” fo 
Eii ve By 
ART A | V Jik on lo 9( ) 
30 j | | = 
+ PaK rk | aj? 
ik)O = Zi z Ork']o 
+ B, , 
(Ayo = — 2 + Girt fo. 
A cause de (30), nous aurons: 
r 7 " (B r + B r 1 B e 
(Xin, X pf = -3 2). ‘Mr + + On D out 


| 
(31) | 
| 
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Comme nous avons exclu le cas d'un scalaire, on a fp ==0). 
Le cas, ou E se compose de deux points seulement, c'est a dire, 
où notre objet représente un biscalaire étant aussi mis de côté, 
l'ensemble E renferme alors un intervalle £,. On peut s’arran- 
ger de façon que dans un sous-intervalle E, soit satisfaite 
l'inégalité: 

(32) fo +0 pour les x e Es. 


Le système (27) étant un système de JACOBI, nous en con- 
cluons que tous ses crochets de POISSON s’annulent identique- 
ment. Si nous prenons cela en considération, nous obtenons 
de (31) en vertu de (32) les identités suivantes: 


’ | DI ` 4 B-B 8 
(| Ork 03} rl TL 2 O rk Ol = 
pa y | th F 
Ù BiB js 
— s p? © st © rh = () pour Ve Bio. 


Nous avons d'apres la regle de différentiation du quotient: 
Bi) _ V(Bir)y—Bir( Pu 
UV F le 

La formule de différentiation des déterminants donne 
d’autre part: 


(34) 


- OV” 
(35) | (V)n= ET By, 
donc: 
(B ir | (Brun BirBi 
tz] i TĘ TE 
| (Bir) _ABindin Bir Bin 
Ve vV a 


L'identité (33), multipliée par 2, prend alors la forme 
suivante: 


| TA > (Bzy): Ork — (B;)k* Ori} + 2 [BaBir@n— 
(37) | i à 


« or | . / 
i BiB Wrk] zm > BirBjs(@rk® sl 35” © sl Ork) = 0 
rs 


i,k,j,l=1,...,» et remplissant l'inégalité (28). 
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Nous affirmons que l'on a: 
(38) (B;r)k= (Bir) 


En effet, le premier membre de l'égalité (38) résulte de 
deux opérations consécutives: on supprime dans p la i-ème 
ligne et la r-ième colonne et ensuite la j-ième ligne et la k-ième 
colonne. Le deuxième membre est obtenu si l’on supprime 
dans p la j-ième ligne et r-ième colonne et puis la 1-ième ligne 
et la k-ieme colonne. Il est évident que dans chaque cas on 
parvient au même résultat final. Si nous tenons compte de (38) 
et si nous posons ł=k dans (37) nous obtiendrons: 


(39) pe Ork( Bix Byr— BirB jx) = ak B,„,B;,;(©rk Wsk — Wyk Ork) = 0 
pour tj, ve Eg. 

Les identités (39) sont satisfaites pour tous les x de l’inter- 
valle K, (la variable x figure implicitement dans les coeffi- 


AW ih 


da 
comme variables indépendantes, figurent dans les mineurs B. 
D'apres un théoreme de CAYLEY, nous obtiendrons les relations 
équivalentes si nous remplacons partout By, par -ir ou — 
ce qui à cause du caractère homogène des relations (39) re- 
vient au meme — par les 8%. Nous aurons dans ce cas: 


cients wy et wy 


| et pour toutes les valeurs de fir, qui, 


(40) RZ ©rk( Pm Pir — Bir B jn) "LI > Bir Bjs (00 rk sk — Wsk Ork) = 0. 


r rs 


La différentiation de l'identité (40) par rapport à fj, nous 
donne: 


à © rk (Bjr + Bin diy Or — Bir Oy Oke — Pjr du kr) + 


r 


(41) 1 


+2 (Ork Wak— War Wer) (Bjs du Ork + Bir Oj Oak) = 0. 


ra 


Comme i+j, on a 6,=0 et, par conséquent, la relation 
précédente se réduit à la suivante: 


| y wre PE Bie 2 (WRkWsk— WskO nk) Bjs = 0 


PAT 
-— 
sS 


(42) ' 
| (k,$=1,...,). 
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Effectuons la différentiation de (42) par rapport à fy, 
en supposant que 


(43) p +k. 
Nous obtiendrons: 

(44) © pk + WkkW pk — O pkOpę = 0 (p +k). 
Fixons pour le moment l’indice k et posons: 

(45) Wpk= Ap p +k. 
Les identités (44) peuvent étre écrites sous la forme: 

(46) Ap4- bp lp — 2024 = 0 p=l1,..,k—1,k+1,...,n. 


Notre but est de démontrer que l’on a dans un sous- 
intervalle E*C.E, idéntiquement: 


(47) 4,=0 pour p=k. 


Deux cas sont a distinguer suivant que 
(18'a) Ak=0 dans È, ou (48 b) Aps=O0 dans Ep. 
La possibilité 2,=0 ou wł SO conduirait à cause de la 


relation (42) a l'identité: 


(49) D WrkBjr 30; 


r 


ce qui, en tenant compte de (12), impliquerait: 


(50) Orr = Q k fixe, r= hiki 
(50) et (24) donnerait: 
- (51) f= 0 k fixe, 1—1,...,n. 


Nous allons montrer que l'hypothèse (51) impliquerait 
les relations 


(52) fra == 0 


pour tous les r et s, contrairement à (15). 
Soit, en effet, (r,s) un couple quelconque de nombres entiers 
de 1 a n tels, que s+k. Nous avons: 


er = SE 
(53) Vrs == < Bry ajs = Br Aks -- SĘ Prj’ Qjs. 
j jęk 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XX, 2 
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Nous posons dans la suite: 


Pra= 1 
(54) Bi = 0 pour les 4-=Er 
0 hs — ag + 0 


Qpj'-0 pour les j+8. 


Fixons toutes les valeurs de yy (J+ k) a l'exception de I'ćle- 
ment yr et considérons le système: 


(55) en Pim mj = Vi . j +k 

m (4,3) =F (7,8) 
comme un système d'équations aux inconnues f et a. Il y a 
n—n—1 d'équations. Le nombre des inconnues est égal à 


(56) (n.—n) + n?—(n—1)—(n—2) = 2n?—3n 4-3, 


car les quantités am ne figurent pas dans le système (55), 
les (n—1) valeurs de fr sont deja déterminées par (54) et les 
(n—2) valeurs de ay (j+8, j+k) le sont également par les 
formules (54). 

Comme la difference 


(57) 2n?— 3n + 3—(n?—n—1) = (n—-1)? +3 


est positive, il est toujours possible de trouver les solutions 
dn systeme (55) remplissant en outre les conditions supplć- 
mentaires: 
(58) 4-0, F#0. 

Soit ay et fy une de telles solutions. En introduisant ces 
valeurs dans l’équation (11) et en tenant compte du fait que 


la fonction f ne dépend pas en vertu de (51) des variables ax, 
nous obtiendrons: 


(59) f {Í (£, ay), By} =] (2s yyl. 
Remarquons maintenant que l'élément y, dans le deuxième 


membre de l'équation (59) est de la forme: * 


| "0 Ô 
(60) Yrs = o't- sb Prj’ Aja 
Jk 
et que ¢ ne figure dans aucun autre élément yy à cause des 
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relations (54). Comme les valeurs de y; sont fixées d'une ma- 
nière arbitraire, il s'ensuit de l'identité (59) (l'identité consi- 
dérée par rapport à t et x) que la fonction f ne dépend pas 
de la variable a,,. Nous somme ainsi conduits à (52). Le couple 
(r,s) étant choisi arbitrairement, nous sommes ainsi conduits 
a la contradiction avec (15). La premiere des éventualités (48) 
ne peut pas donc avoir lieu. Il s’ensuit qu'il existe un inter- 
valle Eg. sous-intervalle de E,, tel qu’on a 


(61) +0 dans Ff. 


Dans ce cas les relations (46) peuvent être transcrites sous 
la forme équivalente: 


(62) dy 0=1,2,...,k—1, B+ 1,00.) 


En intégrant les équations ci-dessus nous obtenons: 
(63) 4p =Cp' ust) pk 
ou nous avons pose ponr abréger: 
te dx 
$ Ak 
(64) urls) =e 


Fn tenant compte de (64), les relations (44) prendront la 
forme snivante: 


(65) Wpk = Cpk'mn(t) pk, Cpr constantes. 


Pour avancer le raisonnement plus loin, retournons aux 
relations (37) en y posant 


(66) j=i, +k. 
Nous obtiendrons alors: 
(67) (Biru=90, (Birle=9, 


parce que le mineur B, ne contient ni l'élément By ni 
l'élément ir A cause de (67) les relations (37) prendront 
dans ce cas la forme suivante: 


(68) > (Bu Bron— BirBirora) + > BrBi(onos—oswrk) = 0. 


r ra 


2* 
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Comme auparavant, nous passons des relations (68) aux 
relations équivalentes: 
(69) DS (Bir Bie@r — Bir Bere) + 2 BirBis (re Oat — wa wr) = 0. 


La differentiation des équations (69) par rapport à Bx 
nous fournit: 


> (Bir Wr] + Pik Ókr Wrl — Bi Orr Wrk) a 


vr R (Wrk Wst — Wst rk) (Bir Oks + Pis Orr) = 0 


rs 


ou, après la réduction, 
> Birwrt + Pix On — Pa + SB (Ork Wki — Oki Ork) + 
L Pirwr + Pik ORI — Pil Okk- ir (Ork Wkl kl Ork 
CU ZŁY dll 
+ Bis (Okk ot — Wat Oke) = 0. 
En différentiant les dernières équations par rapport à fa, 
uous obtenons: 
(72) Wir — Wek + Wlk Oki — Vki Vik + OkkOU— ONWER = Ô. 
Remarquons maintenant qu'on peut établir d’une façon 
tout a fait analogue qu'auparavant les inégalités suivantes: 
(73) A(æ)=œy(x) +0 pour j—1,...,n dans Ej", 


ES" étant un sous-intervalle de kę. Les formules (65) ont 
donc lieu pour tous les couples (p,k) tels que p +k. Les rela- 
tions (72) peuvent être transcrites de façon suivante: 


(74) A git OROk— noix 0 k+l, 
où nous avons posé pour abréger: 
(75) Ap = lala Adi — Ada» 


En tenant compte des formules (64), (65) et (75) nous 
pouvons écrire: 


, , Ai—1 7 FA 
| ene: omo = Cu Cupa | z -aF 
= lu 
= Cr C u ——. 

Cm Cri papi ipa, 
Les relations (74) et (76) donnent: 


(77) A pif Êk Ai + Cru = 0 pour kl. 
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Pour démontrer qu’on a 
(78) A, =0 


différentions l'équation (71) par rapport à fy. En effectuant 
cette differentiation nous obtenons le résultat 


(79) 2 (Wki WRkOkI— wkk Oki) = 0, 

ce qui donne, d'apres les formules (64) et (65), 
2—1 d 

(80) Cu (l Ar i — A} - 0, 


ou encore, d'apres la notation abrégée (75), 
(81) Cru: Ani 9. 

ui étant positif nous en tirons: 

(82) Cr=0 ou 4Ap=0. 


Mais la premiere éventualité Cu- 0 donne en vertu de (77) 
et de (73) la relation (78). 

En tenant compte de (78), nous obtenons d apres un calcul 
facile: 


; , A r==k 
(83) Wrk Val Wrk Gg] ~ Crk sieui a =0 b +] | 
et 
(84) Ak Osi —AkGOsi = Cst’ Di (Agi—Ar) = —Cat=-- ws (SEN. 
1 
Les relations (78), (83) et (84) nous permettent maintenant 


de faire la conclusion suivante. Revenons aux relations (37). 
En séparant les sommes en parties, on obtient 


V - X (Bit Ore—(Byr)te Ort} + Bir Bu(21— 2x) 


r 


pa De Bu Bjawsr— p Br Bar + Ba Bn(2421— 2,2%) 


a#l rÆk 
85 | A : su AA 
a JADE Blond oi.) + © BaBa aar Ko 


JE d 
I Bi Bylo ou—Or au) = 0 
| oo alle alate >: 


i+j ou kl 
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L'expression soulignée en zigzag est égale a zéro en vertu 
de (S3). Les termes soulignés une fois s’annulent a cause de (78) 
et les termes soulignés deux fois et trois fois respectivement 
s'annulent grace à la relation (84). Il nous reste la premiere 
somme qui, divisée par p et décomposée en deux sommes 
partielles, prend la forme: 


(86) 2 Bron X (Byrne on pr à 

Supposons en particulier 7+) et k+l. 

Prenons dans la somme du premier membre de (86) le 
terme correspondant à l'indice r difrćrent de k. Dans chaque 
terme du déterminavt (B4)y apparait un (et un seul) élément 
de la k-ième colonne du déterminant V. D'autre part le dé- 
terminant (B;r)iz, qui résulte justement du déterminant V 
par élimination de la k-ieme colonne, ne contient aucun élément 
de la k-ióme colonne. Il en résultent les identités suivantes: 


(87) wr==0 pour r=k. 


On démontre d'une manière tout à fait analogue qu'on 
a on=0 pour r+l. L’identite (86) se réduit donc à la relation: 


(83) (Bin): Ar = (Byes À sH, ktl. 
Comme (Byu)u=(Bj)x, la dernière relation se transforme 
comme suit: 
(89) (Bir) (24— 41) = 0. 
Si pour les k et l fixes (Bx)y-- 0 pour tous les 2,7 (i+)), 
cela montrerait que la matrice obtenue de V par la suppression 
de la k-ième et de la l-iéme colonne devrait être d'un ordre 


inférieure à (n—2), ce qui contrédirait à l'hypothèse V+0. 
On a, par conséquent: 


(90) Ak = Ae 


Les relations (87) et (90) nous permettent d’écrire, d’apres 
les résultats précédents, 


(91) wir (2) = din (L); 
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où w(x) représente une fonction différente de zéro: 
(92) w(0)+0 dans E$*. 


Le système (27) prend alors la forme définitive: 


Bi 
(93) fa y o(2)-f,=0 (i,k=1,...,%). 
Le raisonnement precćdent est en défaut — comme un 
lecteur attentif l'a remarquć — dans le cas n=2. Dans ce 


cas l'expression (Bir) ne peut pas être envisagée comme le 

mineur provenant de V par la suppression de la ż-eme et j-ième 

ligne et de la r-ieme et l-ième colonne. 
Dans le cas n=2 le raisonnement serait comme suit. Un 


calcul facile nous montre que ə 
(94) | (By) 22 = (Bos)n v 1, (B12)21 le (Ba): = —1, 
tous les autres (Br) = 0. 


Le système (27) prend alors la forme: 
fu = is (Pos O1 — Por On) 
fiz =h (Paa 12— Por W22) 


fa = 


© 
Ut 
5 = 


p (Pu Wo — Pio (41) 
= fo 
foo = 7 (Pu Wa — By9@49)- 


Les (six) crochets de Poisson possèdent une structure très 
compliquée et il est intéressant de remarquer qu'il est plus 
avantageux de ne pas traiter le système de JACOBI (95), mais 
de prendre comme point de départ le système primitif: 


| Xf = nf Puh fafa = 0 

(96) A of = 09/0 — Pufa Pafe 0 
È Xaj = wafo— Pri Pooler = 0 

Aaf= Weofo— Piafin Poofes = 0 
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Les crochets de POISSON pour ce systeme se laissent calculer 
d'une maniere relativement simple: 


af = (@11 @12—@12.011) fo + Pu fiz + Bor fee 

REM (wyr W213 — w2 11) fo + Bio far + Boofer 

)f = = (011 022— 022 w31)fo 

prowa = gi kal nn, fot Bu fu d- Bor fe1— Bio f12 — Pzefee 
(X, X4)f = (0012 Wze— 072 012) )fo + Brrfiet Ber fee 

(X3, M4) = (wos w22— wz Wa )fo + Pizfu + Boe far. 


Comme le systeme (96) est un systeme complet, tous les 
crochets précédents sont des combinaisons linéaires des expres- 
sions X,f, Xf, X3f, X,f. Nous avons en effet: 


(97) | 


(X, À) f= —Aaf 
(A p X3)f = Aof 
e (X,,X )f =0 
(98) (X, X.) cz —X;f + Xaf 
(Xa X) = —Xof 
(La Xa) = --X of. 


La comparaison des coefficients correspondants nous fournit 
les six relations pour les wa: 


w11 074277 W191) — — 0012 

Wii (04177 Way y — — Wai 
, 7 

Wi: Woo Woo Wir 0 


(99) , , 
W12 W21 — W21 W12 — Wag W11 
d P 
ON ge oT ee 12 
Dons Do STE 


Parmi ces relations il n’y a que quatre qui sont indépen- 
dantes. On établit sans peine que les deux dernieres ne sont 
en réalité que les conséquences des quatre premieres. 

Nous envisagerons tout d’abord la troisieme relation. Nous 
en déduisons: 


(100) Woo = @A-W,3 OU a est une constante. 
En introduisant cette relation dans la cinquieme et la 
sixieme de ces ćquations nous obtenons: 


| a («12 011 — W11 w12) = — W112 
a (wz Ory — w11 w21) = — wo, 


(101) 
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ce qui, confronté avec la premiére et la deuxieme équation, 
nous donne: 
f ov(a- 1) -0 


pe | w, (a-+-1)=0. 


Deux cas sont a distinguer dans la suite. On bien on a 


(103) a=—1, 
ou bien { 
(104) wi = (09 O0. 

Supposons le (103). Il s'ensuit w= —a,, et la quatrième 


équation fournit 
(105) 012 W21 — 4 w12 ps PE eg 2011. 


Multiplions la première équation par ws, la deuxième 
par — «1 et ajoutons les membre à membre: 


(106) W21 W12 01] — 0120021 W11 = W21 W12— W12 021 
ou 
(107) (w11 012 — w12 021) (1— 11) = 0. 


De la nous tirons 4 cause de (105): 
(108) oqu(1—0n) 0. 


Ici se présentent de nouveau deux cas a distinguer: 


(109) bu 0, 
ou bien 
(110) w11 elle 


Envisageons succesivement chacune de ces eventualités. 
Le cas (109) donne avec (105): 


(111) Wo = bw, b est une constante. 


Mais la première des équations (99) fournit w,,=0, done 
w= 0 et (100) implique w,,— 0, d'où tous les w;;—0, ce qui 
est impossible, car dans ce cas notre objet ne serait pas un 
objet de premiere chasse. La possibilité (110) implique w = æ+c. 
Dans ce cas w = —gx—ce et la première des équations (99) 
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conduit a (© -- €) Wjig—@y2 = — w ou à 
(112) (@ + co — 0 


d’où 014 — 0; la deuxième équation donne w = 0, ce qui en te- 
nant compte de (105) impliquerait l'identité impossible (109). 
L’eventualité (103) conduit dans tous les cas à la contradiction. 
11 nous reste (104). Ceci donne avec la quatrième équation (99): 


(113) SAR wą SE 
et, par conséquent, nous avons — comme dans le cas n>3 — 
(11 4) Wik —- Òik w(x) (2) +0. 


Retournons au système (93) valable maintenant pour 
tous les n=2. Fixons les indices i,k et envisageons le système 
correspondant des équations ordinaires écrit sous la forme 
incorrecte, mais ordinairement employee: 
dbj. dhir TA Vax 


_ fa met ul 


| 
c) 0 1 w(t) By 


Le deuxieme et le troisieme membre nous donuent: 


| Bu u M da 
(116) J =H du i 


En tenant compte de 


117 B 
( i) dia ik 
nous en tirons: 

‘avy da 
118 rt PODST DE - © 
a [sie 
ou 

jin Mees 

(119) |’ U © 


Il suit de (119) que la fonction 


dx 
wł x) 


(120) p(c,7)=V' 
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représente l'integrale premiere de l’équatiou 
dpa _ V 


de o(v)By' 

Comme (120) ne dépend pas des iudices 4,k, (120) est une 
solution commune pour le systeme (93). Mais (93) est un sy- 
steme de JACOBI a n? équations pour la fonction de n?-+ 1 va- 
riables indépendantes; il possède alors une seule et unique 
intégrale indépendante et la solution générale est une fonction 
F arbitraire (inversible) de cette intégrale. Nous avons donc 


(122) ie: = lp.) = G(2,7). 


La formule (122) subsiste pour les x de l'intervalle Ej*. 
Il nous reste a montrer, que la formule (122) peut être étendue 
sur tous les x. 

Il résulte de nos dernières recherches £) que l’ensemble E 
est un intervalle ouvert (fini ou infini) ou se compose de deux 
intervalles ouverts. Dans le premier cas on établit par des 
considérations s’appyant sur la continuité de la fonction G 
que la validité de la formule (122) peut etre étendue sur l’en- 
semble E tout entier. Dans le second cas on a E= FK, + E, et 


G.(z,p) pour ze E, et 7>0 
G.(x,7) pour re E et p>0 
G.(1,p) pour ve E, et (<0 
G,(v,7) pour re F, et p<0 


(123) f(x; B) = 


et dans ce cas on démontre qu'il existe une fonction F*(u) 
définie pour tous les « +0, inversible dans son domaine d exi- 
stence, monotone au sens stricte pour les u>0 airsi que pour 
les u < 0 et telle que 


(124) f(a; B)= F*(y -p*(æ)) 


où q* est la fonction inverse de la fonction F*. 
Dans tous les cas notre objet se réduit à l’objet du type 4, 
ce que nous voulions établir. 


©) eC. 


CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES QUI 
DETERMINENT LES ESPACES EINSTEINIENS, CONFOR- 
MEMENT EUCLIDIENS ET DE COURBURE CONSTANTE 


Par W. WRONA (Krakow) 


Introduction 


Le calcul tensoriel et le calcul différentiel! absolu dont les 
origines remontent aux travaux de Gauss, Riemann, Chri- 
stoffel et Ricci commencent à evéiller un plus grand intérêt 
et atteignent un dégré de développement exceptionnel grace 
à la théorie générale de relativité pour laquelle ils présentent 
un appareil calculateur indispensable. Ces calculs conduisent 
aux relations et équations qui ont un caractére invariant, 
c'est à dire indépendant du choix du système de coordon- 
nées dans un groupe des transformations envisagé en ex- 
primant, par conséquent, les lois qui régissent la géometrie. 
Dans les équations tensorielles chacun des indices courants 
À,u,.….;2',u,…s; peut être remplacé par l'indice déterminé 
pris des suites 1,2,...,n; 1’,2’,...,%; de cette manière, des 
relations générales nous obtenons immédiatement les relations 
entre les composantes des grandeurs envisagées dans un sy- 
steme de coordonnées déterminé. Ce fait donne l'avantage au 
calcul tensoriel sur les autres méthodes d'analyse directe. 

Nous avons à l'heure qu'il est beaucoup d'ouvrages qui 
initient aux méthodes du calcul tensoriel à n’en parler 
que de ceux de LEVI— CIVITA, KISENHART, EDDINGTON, 
SZIROKOW, HLAVATÝ et d'autres. Sous une forme perfectionnée 
il fit exposé dans l'ouvrage de SCHOUTEN et STRUIK intitulé 
„Kinfiihrung in die neueren Methoden der Differentialgeomerie” 
(Nordhoff, Groningen, B. I. 1935, B. II. 1938). 

Dans le travail present nous allons nous servir des symboles 
dont se sert Schouten dans son ouvrage. Dans le premier cha- 
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pitre neus donnons un apercu abrégé des conceptions et des 
formules de la géométrie rimannienne a „n” dimensions. Nous 
nous bornons aux explications des notions et de leurs propriétés 
qui seront indispensables pour notre travail. 

Afin d’abréger ces considérations préliminaires, les défini- 
tions des certaines notions sont données sous une forme diffé- 
rente de celle qu’il est d’usage de donner habituellement. 
L’essentiel de ces notions n’en est pas altéré. Nous n’avons 
que facilité l’application de ces notions aux considérations 
ultérieures. Le but de ce chapitre est celui de familiariser 
le lecteur qui n’a pas étudie le travail cité de Schouten-Struik 
avec les symboles dont nous nous servirons dans la suite. 
La théorie de la relativité a mis au premier plan l'étude de ces 
espaces particuliers de Riemann dans lesquels régit la loi de 
gravitation formulće par Einstein et qui ont recu le nom des 
éspaces einsteiniens. Un cas particulier des espaces einsteiniens 
sont les éspaces a courbure constante de la géométrie non eucli- 
dienne et qui ont donné l'essor aux recherches de la géométrie 
moderne. Les chapitres II et III expliquent precisćment les 
particularités de la courhure scalaire de la m-direction des 
espaces einsteiniens et conformement-euclidiens. Le chapitre IV 
contient les considérations analogues pour les espaces à cour- 
bure constante en présentant les résultats sous forme de géné- 
ralisation de la proposition de F. Schur. Dans tous ces cas 
les espaces 4 quatre dimensions furent traitćs d'une maniere 
particulierement soignée 4 cause du róle que jouent ces éspaces 
dans la théorie de la relativité. © 

Je tienis 4 exprimer icl ma grande reconnaissance au Prof. 
Dr. J. HAANTJES, sous la direction de qui j'ai fait con- 
naissance des méthodes de la géometrie différentielle mo- 
derne et obtenu une grande partie des résultats de ce travail. 

J'exprime également ma grande reconnaissance au pro- 
fesseur Dr. St. GOŁĄB et au prof. Dr. WAŻEWSKI qui se don- 
nerent la peine de faire une revision approfondie du manuscrit 
et quì me fîrent connaitre leurs indications précieuses dont 
je tis usage dans la rédaction définitive de l’ouvrage présent. 
Je remercie aussi M. le professeur T. BANACHIEWICZ qui me 
donna la possibilité de travailler dans la bibliotheque Jagiello- 
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nienne pendant l'occupation allemande au risque attirer 
sur lui les pires répresailles de la part des autorités d’occu- 
pation. 


Chapitre 1 


Aperçu des notions et des formules fondamentales de la géométrie 
riemannienne 


$1. Les grandeurs dans Xn. 

L'ensemble de toutes les suites ¢1,é%...¢" de n nombres 
réels arbitraires est appelé l’espace arithmetique a n dimensions 
et chacune de ces suites — un point de cet espace. Ni El, £2, si EN 
est un certain point de l’espace arithmétique, l'ensemble de 
tous les points pour lesquels valent les inégalités: 


| —P|<6 


sera dit le voisinage de se point. 

Si un ensemble de points de l’espace arithmétique est 
tel que chacun d'eux possede au moins un voisinage contenu 
dans cet ensemble, nous dirous que cet ensemble est le domaine 
arithmetique. 

Nous admettons l'existence de l’espace topologique à n di- 
mensions que nous appellerons dans la suite géometrique. Si 
nous pouvons établir une corespondance bi-univoque continue 
entre les points d'un certain domaine arithmetique D, et 
les points d'une partie D, de l'espace géométrique, nous nomme- 
rons D, domaine geometrique. Cette correspondance bi-uni- 
voque sera dite systége de coordonnées dans D, et l’ensemble 
de n nombres &4(A= 1,2,...,2) — correspondant a chaque point 
du domaine D, — les coordonnées de ce point dans le sys- 
teme de coordonnées (A). 

Si nous trouvons une correspondance analogue entre les 
points D, et les points d'un autre domaine arithmétique Dz, 
une transformation ponctuelle continue et reversible du do- 
maine D, en D, sera en même temps une transformation du 
systeme de coordonnées dans Dy. 

Désignons par §&(A'=1',2’,...,”’) les coordonnées dans le 
nouveau système (A') d'un point du domaine D, dont les 
coordonnées dans l'ancien système (A) furent les nombres 
&4(2=1,2,...,.). Nous ne considérons dans la suite que les 
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transformations du système de coordounées qui sont données 
par n fonctions réelles indépendantes continues 


(1.1) AA E ATA Le Loos 


ayant dans un domaine D, les dérivées partielles continues 
d'ordre u. Le domaine D, sera appelé — champs de transfor- 
mation et le domaine D, — l'ensemble des valeurs de la 
transformation. 

Si nous posons 


if ość 3, 
(1.2) Aj = a dae, 
le jacobien de la transformation (1.1) —- le déterminant 


(1.3) A=|AZ 


sera différent de zero dans le domaine D,. La représentation 
de D, dans D, étant bi-univoque, il existera un système de 
n fonctions &#(£",£,... é") inverses du système (1.1), continues 
possédant les derivées partielles continues d’ordre u et le ja- 
cobien 


|Aż 


JEŻ 
| 3 = 41 = (), 


a 


L’ensemble des toutes les transformations remplissant les 
conditions ci-dessus dans un domaine quelconque D, corres- 
pondant à cette transformation torme un pseudo-groupe. Cela 
signifie que le produit de deux transformations arbitraires de 
cet ensemble n'appartient à celui-ci que si le produit de l'en- 
semble des valeurs de la premiere transformation et du champs 
de la seconde transformation est un ensemble non vide. 

Nous appellerons l’espace A, de la classe u un espace 
géometrique a # dimensions possédant dans un domaine un 
Systeme des coordonnées que nous pouvons transformer arbi- 
trairement au moyen des transformations appartenant au 
pseudo-groupe ci-dessus. Nous admettons que u est un nombre 
entier positif dćterminć suffisemment grand et que toutes les 
grandeurs anvisagées possèdent les derivées continues d'ordre u. 
A, de la classe considérée u sera dit brièvement espace X, 
et les systèmes des coordonnées dans celui-ci — admissibles. 
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Nous voulons rappeler maintenant la notion de l’objet 
géométrique qui est une notion fondamentale dans la géométrie 
de l’espace Xn. Si dans un certain domaine de lespace X, 
nous faisons associer a tout systeme des coordonnées et a chacun 
de ses pointa, N > 1 nombres Q,, 2,,..., {2y qui dépendent du choix 
du point et du systeme des coordonnées, nous dirons que nous 
avons dans le domaine considéré un objet Q dans le sens le 
plus général. £2, 2,...,Qn serout appelées les composantes de 
l’objet au point danni dans le système des coordonnées envi- 
sagé. Pour déterminer un objet il suffit de définir ses compo- 
santes dans tout point d’un système des coordonnées et de 
donner le moyen de les transformer si l’on passe à un système 
des coordonées différent. 

Il peut arriver que les valeurs des composantes de l’objet 
dans chaque point du système des coordonnées (2’) ne dé- 
pendent que des valeurs des composantes de cet objet au point 
envisagé par rapport au système des coordonnées (À), des 
coordonnées de ce point & dans le système (4) ainsi que des 
fonctions £ et des dérivées partielles des fonctions $* jusqu’au 
rang v<u (inclusivement) dans ce point. Si en méme temps 
la forme de cette dćpendance est la meme pour tous les points 
et tous les couples des systèmes des coordonnées admissibles (A) 
et (4'), nous dirons que l'objet est un objet géométrique de la 
classe v. Dans ce qui va suivre nous ue nous occuperons que 
des objets géométriques ainsi déterminés. 

Les objets géométriques dont les composantes se transfor- 
ment linéairement et homogènement par raport à ,,0,,...,{n 
lors d'un changement du système des coordonnées, sont appelés 
grandeurs. Les grandeurs dont nous nous occuperons, seront 
les densités ef ges affineurs de densité. 


La densité a du poids k n’a qu’une composante qui se traus- 
forme d’une manière suivante 
(4) (2) 
(1.4) es me di 
La densité du poids nulle est un scalaire. Un scalaire w 
est done un objet qui ne change pas si l'en passe au nouveau 
système des coordonnées. Ou aura donc: 


~ A) (2) 
(1.5) w = WE 4. 
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Nous dćsignerons dans la suite les scalaires par les lettres 
grécques. 

Un affineur de densité de l'ordre p-+q et du poids k, 
ftp "1... €Sb un objet à n?+9 composantes qui se trans- 
forment d'apres la regle suivante: 


4, 4 , 


di 44 4 x. x 4,4 

. , 2 U 

(1.6) XA EPE, AKA, AA APM ‘Ape 
q ! ‘ 


4 


Conformément a la convention introduite par EINSTEIN, 
nous effectuons la sommation dans cette formule par rapport 
a chaque indice qui apparait deux fois: une fois en haut et 
une fois en bas des letters principales. Les indices supérieurs 
Ją, 29, «sp NOUS appelerons indices contravariants et les indices 
inférieurs xı, %2,....%,— indices covariants. Les densités et les 
affineurs de densité du poids différent de zéro seront désignés 
par les lettres gothiques. 

Les affineurs de densité du poid nulle seront appelés brie- 
vement — affineurs. Nous les désignerons par les lettres latines. 

Les affineurs les plus simples sont les vecteurs: le vectrur 
covariant vi et contravariant u* possèdent chacun n compo- 
Santes déterminés. 

D'une grande utilité pratique pour les formules est l’affi- 
neur AZ?) qui possede les mémes composantes dans tous 
les systèmes des coordonnées, notamment 


„A À 1 pour = x 
ame di it a 


De la définition meme de A% résulte immédiatement que 
pour une grandeur arbitraire S,, on aura l'égalité: 


(1.8) Su A4 = Sia 


au sujet de laquelle on doit répéter la méme convention sur la 
sommation par rapport aux indices que nous avons faite plus 
haut. 


zz 


z gar 
Sti 
os” 


1) Il ne faut pas confondre le symbole AŻ avec le symbole di = 


que nous avons introduit plus haut. 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 3 
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Nous effectuons avec les grandeurs les operations inva- 
viantes suivantes qui conduisent à des grandeurs nouvelles. 

L'addition de deux grandeurs de meme ordre contre- et 
covariants et de meme poids est effectuće en additionnant 
les composantes correspondantes. La grandeur obtenue aura 
la même ordre et le même poids. 

La multiplication de deux grandeurs nous donne une gran- 
deur de l’ordre et du poids égaux à la somme des ordres et des 
poids de deux facteurs. En multipliant par exemple les gran- 
deurs W“ et N° nous obtiendrons la grandeur ©;'/,' dont 
les composantes sont données par la formule 

DNT = MR" 


‘ti 


La reduction d'une grandeur consiste dans la formation 
d'une nouvelle grandeur en effectnant sur la grandeur donnée 
la sommation par rapport a deux de ses indices: un covariant et 
un contravariant. Ainsi p. ex. en réduissant la grandeur ;;®°, 
relativement à ses indices À et o, nous obtenons la grandeur 
nouvelle Wi’ , donnée par la formule: 


n 
Bo = 2, Palco Dae 
Ali 
où le signe de la sommation, conformément a notre convention, 
est omis. 

La contraction de deux grandeurs consiste dans la rćduction 
de la grandeur résultant de la multiplication de ces grandeurs 
par rapport à deux indices appartenant aux tacteurs diffe - 
rents. 

La symetrisation ou lu mise en ćvidence de la partie syme- 
trique de la grandeur relative aux p imdices covariants et 
contravariants donnćs consiste dans la formation d'une nou- 
velle grandeur dont chaque composante est ćgale a la somme 
des composantes correspondantes de la grandeur donnće obte- 
nues par toutes les permutations possibles des indices envisagćs 
divisée par p!. 

La symótrisation de la grandeur sera indiquée par la mise 
des indices correspondants entre les crochets ronds. La partie 


symétrique de la grandeur 7*,,„ relativement aux indices 
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À, u, + Sera donnée par Ja formule: 


ri UM) 
To baa (Ze | Ww L Do (w V| 


- (Żu|x|v) aj 31 Anuxv | Z E. paru | many | 
(1.9) 
Po (0) \ 
T 4 + Ava "puxa! * 


L'alternatton consiste dans la mise en évidence de la partie 
alternée de la grandeur relativement aux p indices contre- 
ou-covariants. Nous effectuons cette alternation d'une manière 
analogue a la symétrisation en attribuant toutefois aux adden- 
des avec les permutations impaires les signes négatifs. Nous 
indiquons une alternation en mettant les indices envisagés 
entres les crochets rectangulaires. Ainsi p. ex. la partie alter- 
née de la grandeur Si,» relative aux indices / et u s’obtiendra 
de la formule: 

l 


2! 


(1.10) Sta = 


(S2uv — Sua). 


La symetrisation et l’alternation transforment une gran- 
deur en une autre avec le méme poids et le méme ordre. 

Dans le calcul des composantes d'une grandeur alternée 
on se sert des regles analogues aux regles du développement: 
d’un déterminant suivant les éléments d’une ligne ou d’une 
colonne. On aura p. ex. 


, y l 7 7 | Fs 
(1.11) K [euA]z —— 3 (K max "s K [vz]ux = K TORAL 


Un affineur purement covariant ou contre-variant qui est 
égale a la partie alternée relativement à tous les m indices 
est appelé m-vceteur. Jin particulier l’affineur F#, remplissant 
la condition: 


(1.12) F” = plas) — p” 


est dit bi-vecteur contravariant. 

On peut démontrer *) l’existence dans A, du n-vecteur 
de densité covariant Naya, du poids —1 ainsi que du n-vecteur 
de densite contre-variant € du poids --1 qui possèdent 
dans tous les systèmes de repères les mêmes composantes 
égales a - 1 ou —1 suivant que la suite /,, 24,..., 2a est une per- 

2) Schouten—Struik, Einführung... I, 29. 

3° 
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mutation paire ou impaire de la suite (1,...,n) et égales a zéro 
dans tous les autres cas. 

L’affineur purement covariant ou contravariant qui est 
égal à sa partie symétrique relativement à tous ses indices 
est appelé tenseur covariant ou contravariant. le tenseur 
covariant du deuxième ordre ax remplit ainsi la condition: 


(1.13) Aix = Alax) = AxA. 
Le tenseur contravariant b?* remplissant la condition 
(1.14) a,b" = A" 


est dit tenseur inverse de ax. Nous le désignerons par a“. 
Il résulte de la théorie des matrices que le tenseur inverse du 
tenseur donné est défini univoquemeut si le déterminant 


a= [az SAW. 


$2. Systemes de référence non holonomes. 

Nous pouvons définir dans chaque systeme de coordonnées 
un systeme de n-vecteurs covariants je (x-=1,2,...,n) et contra- 
variants e*, (x= 1,2,...,8) au moyen des formules suivantes 


(1.15) e 2 6, A}, 


ou l'étoile au dessus du signe d’égalité indique que l'égalité 
n’a lieu que dans le système de coordonnées donné (x). Nous 
appelons ces vecteurs —- vecieurs-mésures du système de coor- 


données (x o). Les composantes + dans le système (x) des vecteurs- 


mésures +. d'un autre systeme des coordonnćes (x') sont 
donnćes par la formule 


x’ 


(1.16) a = op AA ARS NE. 


Si nous definissons maintenant dans le systeme de coor- 
données (x) n champs vectoriels arbitraires linéairement indé- 


pendants 62, qui ne sont pas nécessairement gradients, l’exi- 
stence d'un système de coordonnees (x') dans lequel ces vecteurs 
soient les vecteurs-mésures n’en découle pas. Autrement dit 
il n’existe pas nécessairement une telle suite des fonctions 
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5*(6'...5n) pour laquelle auraient lieu les égalités 


x’ 
DE" = ea. 
Nous désignerons par ¢* un système inverse de n vecteurs 
x 


par rapport aux vecteurs Ca) c'est a dire un système pour 
lequel valent les égalités 


n 
af n 
» et Ce» =A,. 
x! 


x/|1 
En considérant les relations 


w 


(1.17) ea AZ et e: Aw 


comme les définitions des symboles Ai et bey on définira 

les composantes de nos grandeurs dans le systeme de réfé- 

rance non holonome (z’) au moyen des formules (1.4) et (1.6) 

ou dans leurs seconds membres figurent les composantes des 

grandeurs correspondantes dans le système de coordonnées (x). 
L'expression 


4 x’ À / a x 
(1.18) ur = Ali Ay du AN ® ALA? due] 


n’est égale identiquement à zéro que dans le cas où les vecteurs 


> sont des gradients c'est à dire quand (x') est un système de 
coordonnées. 

On peut démontrer *) que Owa est un objet géométrique. 
Cet objet nouveau est appélé un objet de non — holonomie du 
système de référence (x'). 


$3. Grandeurs dans V,. 

Si l’espace X, est pourvu dans chaque point d'un tenseur 
déterminé de second ordre ax permettant de mesurer les 
longueurs des vecteurs et les angles entre eux, nous dirons 
que l'espace est riemannien et nous le dćsignerons brieve- 
ment par Vn. Le tenseur ax, sera dit tenseur métrique de l'espace 
V,. Nous admettons que 


CG [ax =F 0. 


3) Schouten—Struik, Einführung... I, 68. 
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Les vecteurs u* et v* dont chacun possede les composantes 
non identiquement nulles seront dits perpendiculaires entre 
eux Si 


(1.19) Aau u? ot = 0. 
Le vecteur 2 sera dit vecteur-unité si 
(1.20) tat = EM 


Le vecteur s*, remplissant la relation 
(1.21) Aa 848% — 0 


sera appelé asymptotique. Le dernière relation peut être con- 
sidérée comme l'équation d'un cône dans l’espace ordinaire 
à n dimensions. Ce cône sera imaginaire ou réel suivant que la 
forme quadratique du premier membre de la dernière équa- 
tion est définie ou indéfinie. Nous dirons que ce cône est un 
cône des vecteurs asymptotiques. 

L'ensemble de tous les vecteurs linćairement dépendants 
de deux vecteurs donnés et indépendants entre eux sera dit 
bi-direction. Si nous choisissons dans une bi-direction deux 
vecteurs-unités 2* et 7* perpendiculaires entre eux, le bivecteur 


(1.22) pan — gi lju 


sera dit bivectcur-unité de cette bi-direction. 

Nous employous le tenseur az, pour ce que lou appelle 
abaissement des indices des grandeurs. Ainsi p. ex., en par- 
tant des affineurs i*, K,,2, nous pouvons définir les affineurs 
nouveaux 44, Kyzzs au moyen des relations: 


« « were x - 
(1.23) Pała tas Kopt axo = K ynie: 


De même à l’aide du tenseur a” inverse a az, 4) nous pou- 
vons élever les indices p. ex. 


(1.24) j,a* ae Kia" ave at? are — Kerr, 


Les opératious d’abaissement et du relévement des indices 
établissent ainsi une certaine correspondance bi-univoque entre 
les grandeurs contre- et covariantes dans V, Nous donnons 


4) Page 36, form. (1.14). 
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aux grandeurs qui se correspondent ainsi entre eux la méme 
dénomination et nous les désignons par la méme lettre fonda- 
mentale. En appliquant la méthode d’abaissement et du re- 
lèvement des indices, nous pouvons donner aux formules 
(1.19, 20, 21) la forme suivante: 


u*vg=—03; iit—+1; ss: —0. 


Si nous choisissons dans l’espace Vn n champs vectoriaux 


des vecteurs-unités perpendiculaires entre eux i*,i*,...,i4 nous 
u 2 n 


obtiendrons les relations 5) 


n 


.4 g . . | .4 » ” .4 > 
a?” Et" ct * + cité: X Eti”; 
l DIS ZRZWZZ nnn pi PPP 
(1.25) 
n 
lan = Etat ELA lx | o) EU > A EU} 
111 228 12 nnn er Ppp 
ou 
ESA 
P PP 


Nous dirons que le tenseur az, est défipi positif ou négatif 
si tous les e ont le même signe positif on négatif. Dans le cas 


p 
contraire nous dirons que l'on a un tenseur métrique indéfini 
du Fa. Le nombre q indiquant le nombre de e avec le signe 


p 
positif s'appelle indice du tenseur ê). Le système de référence 


déterminé par les vecteurs introduits plus haut ùf, if, ..., 14 
1a 2 n 


comme vecteurs-mésures sera appelé système orthogonal de 
référence (h). Nous le distinguerons en employant comme 
indices les lettres latines pour les composantes des grandeurs 
rapportées à ce système. Comme on le voit des équations (1.25), 
les composantes o* et ax du tenseur métrique dans un système 
orthogonal de rérérence (h) sont données par la formule: 


0 pour k+l 


ila m 
a” = Api ~= 
e pour k=l. 
l 


A l’aide des vecteurs en question #4, i*,...,44 nous pouvons 
1 2 n 


n 6) Sch., Str., I, 51. 
6) Sch., Str., I, 45. 
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définir le n-vecteur-unité par la formule suivante ?): 


PAST, faq «de A 
(1.26) J'en pt Mie. ial, 
1° 2 n 


hq,h,...,h : 
Les composantes I" >> n du n-vecteur-unitć dans un 


système orthogonal de référence sont égales à +1 si ha hg 
pour a+ f; elles sont nulles dans le cas contraire. 

Il est facile de montrer que les dérivées partielles du sca- 
laire w définissent le vecteur va== zw tandis que les dérivées 
du vecteur ne définissent pas la grandeur dans notre sens 
du terme. La différentiation du vecteur n’est done pas une 
opération invariante conduisant toujours d'une grandeur a une 
autre. En cherchant a generaliser la differentiation afin d’obte- 
nir une operation invariante, on parvient à la conception de 
la dérivée covariante dont la définition éxige un nouvel objet 
géométrique 1,4 dont les composantes s'appellent les facteurs 
du déplacement linéaire. 

Dans l’espace Vn on peut prendre pour facteurs du dépla- 
cement linéaire les symboles de CHRISTOFFEL de deuxième es- 
pèce. On aura donc dans un système général de référence 


1% x\_l x 
l ha at =" a“ (Iu azo + rg Jaaa) — Qua als 


+- aua” Qha -+ Ga. 0" Que 
Ilia 
OEM 
du système (x) défini par la formule (1.18). Sì done (x) est un 
système des coordonnées, les trois dernières expressions de 
la formule (1.27) tombent et on aura une définition habituelle 
des symboles de CHRISTOFFEL de deuxième espèce dans un 
système de coordonnées (>). 
Nous désignons la dérivée covariante par le symbole v,. 
Pour un scalaire w cette dérivée est définie comme une dérivée 
ordinaire. On aura donc: 


OÙ Pulis = et (2,4 désigne l'objet de non holonomie 


(1.281) Pad = ae 


7) Seh., Str., I, 53. . 
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L'exemple suivant nous éclairera la definition de la dé- 
rivće covariante pour un affineur arbitraire: 


(1.282) Vu Tee =- du (Do TA i a na T a +. Tw Ue a pa Da Ce 


On pourrait de meme définir les derivćes covariantes des 
autres grandeurs mais elles n'interviennent pas dans nos con- 
siderations ultérieures 8). La relation précédente montre que 
si lon effectue une differentiation covariante multiple, le 
résultat dépend en général de l’ordre des dérivations succes- 
sives. Pour un vecteur p. ex., on a la relation: 


(1.29) VeVi" = i Kos t, 
oil 
(1 .30) i 2010 T uja +. 2T [vol Dit -d 2€ Ok. Ta 


‘désigne ce que l’on est convenu d'appeler l’affineur de cour- 
bure de l’espace Van. 

Remarquons que les systemes de coordonnées daus les- 
quels toutes les composantes du tenseur métrique sont con- 
stantes n'existent que si Ayn», = 0. ‘Tous ces systèmes peuvent, 
être obtenus de l’un d'eux à l’aide de toutes les transformations 
linéaires à coefficients constants. L’espace dit dans ce cas un 
espace euclidien sera désigné par Rn. 

H est facile de vérifier que l'affineur de courbure satisfait 
aux quatre identités aleébriques suivantes ?) 


1) K puàx TT K pvax -E K ivu jAx 
< 2) Ak 1A]x == 0 
(1.31) ! f 
3) K vuax — — K yuxa E. K yutax) 
4) A> w = Kamp 
ou 
(1.32) Tis Ax = Kind" A „x: 


De l’affineur de courbure on obtient par la réduction 


(1.33) Kud — Ayu t N 
8) Sch., Str., I, p. 79, f. (7.16) et (7.17). 
8) Sch., Str., I, p. 118. 
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nouvel affineur K.a et nous pouvons démontrer 0), qu'il est un 
tenseur, c'est a dire que 


(1 +) Kya = Kay ru K (ua) : I (K uà + Kay). 


Le tenseur que nous venons d'obtenir s'appelle tenscur 
de Ricci. En réduisant encore la grandeur K „a nous obtiendrons 
le scalaire 


(1.35) = Ka a 


et la grandeur formée de celui-ci 


1 h 
(1.36) 4 = n(n —1) K 


que l’on nomme courbure scalaire de l'ćspace Vn. 


§4. Espaces Vm plongés dans V,. 

m vecteurs contravariants linéairement indépendants au 
point P de l’espace déterminent une m-direction qui est l'en- 
semble de tous les vecteurs contravariants qui dépendent liné- 
airement des m vecteurs donnés. Si dans une m-direction 
donnée existent m vecteurs non asymptotiques mutuellement, 
perpendiculaires, nous dirons que cette direction est non singu- 
lière. Cela signifie géométriquement que la m-direction donnée 
n’occupe aucune position particulière par rapport au côna des 
vecteurs asymptotiques. Les vecteurs asymptotiques de la 
m-direction non singulière, s'ils existent en tant que grandeurs 
réelles, forment donc un cône non dégénéré de deuxième dégré 
a (m— 1) dimensions. On voit que si la m-direction déterminée 
par les vecteurs v4,v%,...,0* est non singulière, la m-direction 

r z 


m 


determinée par m vecteurs dont les composantes different 
peu de v*, (a= 1,2,...,m), sera aussi non singulière. 
a 


Considérons dans V, l’espace plongé X, possédant dans 
tout point une m-direction tangente non singulière. L'espace Vn 
induit dans l’espace Xm une métrique, c'est à dire change Am 
en V,,. Choisissons dans l’espace V, un système de n champs des 


se = ES ee = 


10) Sch., Str., I, p. 195. 


LES ESPACES EINSTEINIENS ETC. 43 


vecteurs-unités mutuellement perpendiculaires +, (h= 1,2,...n), 
h 


de maniere que dans les points de V,, les m premiers de ces 
vecteurs soient tangents a Vm. Le tenseur a’ définissant 
la métrique induite par V, sur Vm sera calculé de la formule 11) 


m 


(1.37) a= zz ei 


a|1 aa a 


et de meme 


m 


(1.38) Way = > Eigt,. 


ali da a 


Les deux dernières relations donnent immédiatement que 
(1.39) a' az, =M. 


Prenons en considération dans tout point de l’espace Vnp 
m;-directions non singulières, où 7 =1,2,...p et 


Mu + Mg + ve + Mp=N, 


mutuellement perpendiculaires, c’est a dire telles que chaque 
vecteur de Pune de ces my-directions soit perpendiculaire 
a tous les vecteurs des m,-directions restants. Choisissons 
encore dans chacune des m,-directions m, vecteurs-unités mu- 
tuellement perpendiculaires. Nous obtiendrons de cette ma- 
niere dans tout point de V, n vecteurs-unités mutuellement 
perpendiculaires 
le, May TA. NA 


W 2 m, mti n 


Si nous désignons par a* le tenseur métrique induit sur 
i 
une Vm, arbitraire tangente, au point donné a la m,-direction 
envisagée, nous obtiendrons pour ce point la relation: 


(1.40) a qi ali... + am, 
1 2 p 


11) Comp. $ 3, form (1.25). 
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Définissons encore l'affineur de liaison Bź qui nous permet 
de calculer les V,,-composantes des grandeur dans Vn. Nous le 


4 


ferons à l’aide de la formule suivante: 


m 


(1.41) Bi= Y et"i,. 


— 
ali aa a 


Des relations (1.37), (1.38) et (1.41) résulte immédiate- 
ment que 


x 
B;=a*" Qua . 


La Vm composante d'une grandeur que l'on pourrait nommer 
composante parallèle à l’espace Fm se calcule par la contraction 
avec l'atfineur Bi. Ainsi p. ex. nous appelons la V,-compo- 
sante de l’affineur de courbure de l'espace V, l’affineur 
K',„a défini dans les points de l'espace Vm par la formule: 


(1.42) Kia = os BAPE Bo. 
Des relations (1.38) et (1.41) nous avons aussi: 
(1.43) aż, = BY B ago} 


ax est done la Vm-composante du tenseur métrique de 
l'espace Vha. 

Si une grandeur de l’espace V, est égale à sa Vm-compo- 
sante, nous dirons que cette grandeur est située elle-meme 
dans Vm. Ainsi p. ex. le vecteur v* tangent à Vm vérifie la re- 
lation: 


xv B=". 


I] est évident que la V„-composante d'une grandeur de 
l’espace V, ne peut être définie que dans les points de l'es- 
pace Vm. 

Donnée par la formule (1.42), la Va composante de l'affineur 
de courbure de l’espace V, sappelle affineur de courbure 
extorqué de sous-espace Vm. 

Si nous choisissons dans l’espace V, un système de coor- 
données (x) tel que le sous-espace considéré Vm soit donné 
par l'équation & =e? où p=m-+ 1,...,n on aura pour le tenseur 
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de la métrique induite, comme il résulte des formules (1.37) 
et (1.38), les relations suivantes: 


a'*#—az,—0 pour A ou u=m-| 1,...,m 


Seules les composantes aż, ou b,c=1,2,...,m peuvent être 
différentes de zéro. 


Définissons maintenant aux points de l’espace V,, l'affineur 
Ki,» au moyen des égalités suivantes dans le système des 
coordonnées donné 


dl. nn +- a 6 « d > ° 
K abe = 2 dja 1 de | 2 I tajel d bio ; 


(1.44) où Pap = 40° (dba + Obaada—- Dada) 


pour a,b,c,d=1,2,...m et 
Kin =0 
dans tout autre cas. L'affineur de courbure K,,i" est donc 
un affineur de courbure de sous-espace Vm considéré comme 
un espace riemannien indépendant avec la métrique définie 
par le tenseur a. Cet affineur s’appelle aussi affinew de 
courbure absolue de sous-espace Vm. Il est eu général différent 


de l’affineur Ksp défini par la formule (1.42). Nous pouvons 
a cet effet démontrer la proposition suivante *). 


L'affineur de courbure de l’espace Vm plongé dans l'espace Fn 
et géodésique dans un certain point #) est égal a la Vm-com- 
posantc de l'afjineur de courbure de l’espace Vn au point en 
question. 

Le scalaire 

| 


1.45 D 2 RK; as nl vn q UA 
( ) E ene 


12) Sch., Str., II, p. 133. 
13) Schouten, I, p. 99; II, p. 85. Le sous espace géodésique au point 
envisagé est formé p. ex. par l’ensemble de toutes les géodésiques sortant 
d’un point et tangentes à une m-direction non singulière. Nous appelons 
une géodésique tout ligne satisfaisant à l'équation Euler-Lagrange du 
calcul des variations se rapportant au problème des lignes les plus courtes 
dans l’espace envisagé. | 
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s’appelle courbure scalaire extorquée de l’espace V„. Dans le 
cas où Vm est géodésique au point envisagé, x’ est la courbure 
scalaire absolue dans ce point. 

Rappelons encore la définition de la mésure riemannienne 
de courbure de la bi-direction donnée au point P de l’espace V ,. 
Nous supposons gue cette bi-direction est non singulière, 
c'est a dire qu’elle n’occupe aucune position spéciale par rap- 
port au cóne des vecteurs asymptotiques. Représentons nous 
un ensemble des géodésiques tangentes au point P a tous 
les vecteurs de la bi-direction donnée. La surface a deux 
dimensions ainsi obtenue V, est géodésique au point P. La 
courbure scalaire de V, est dite mesure riemannienne de cour- 
bure de la bi-direction dounée 4), En considérant au lieu de la 
bi-direction, la m-direction (1< m<"n) non singulière c'est à dire 
la direction qui n’occupe aucune position spéciale par rapport 
au cône des vecteurs asymptotiques, nous arrivons a la notion 
de la courbure scalaire de la m-direction qui est une générali- 
sation de la notion de la mésure riemannienne de courbure. 


Définition fondamentale. La courbure scalaire de sous- 
espace géodésique au point P et tangente a une certaine m-direction 
non singulière s'appelle courbure scalaire de cette m-dtrection 
au point P de l'espace +5). 


§ 5. Connaissances générales sur les espaces En, Cn, Sa. 
En. L'espace V, quand n>2 est nommé espace einsteinien 
E, 18), si le tenseur de Ricci À, ne diffère que par le facteur sca- 
laire A du tenseur métrique a,, c'est à dire quand on a la relation 


(1.46) Kun Aaya. 


Un peut démontrer !) que le scalaire À doit être constant. 


14) Eisenhart, Riem. Geom. p. 79. 

15) Cette notion fut introduite dans la publication: J. Haantjes et 
W. Wrona, Uber konformeuklidische und Einsteiniche kaume gerader 
Dimension (Koninkl. Nederl. Ak. van Wetenschappen, Proceedings Vol. XLII, 
No 7, 1939) et sera & la base des considérations ultérieures de la présente 
recherche. 

16) Schouten désigne par En l’espace avec la géométrie affine ordi- 
naire. Nous avertissons le lecteur que nous ne suivons pas les notations 
de Schouten et nous conformons à la convention adoptée par les géomé- 
tres americains. 

17) Sch., Str., I, p. 125. 
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L’équation (1.46) subsiste dans chaque espace V, mais dans ce 
cas A n'est pas toujours constant. 

En multipliant les deux membres de la formule (1.46) par 
ax et en sommant par rapport à deux indices 4 et À nous 
obtenons 


(1.47) K=A4,=An 
et 

(1.48) ma 

. pis * 


L'espace F, possède done une courhure scalaire constante. 
Ca. Si nous introduisons dans l’espace V, à la place de ax» 
un nouveau tenseur métrique 


(1.49) ‘Aix — Odax; 


ou o désigne un certain scalaire, nous disons que neus avons 
efféctué la transformation conforme du tenseur metrique. Au 
lieu de parler de la transformation conforme du tenseur me- 
trique dans un espace riemannien nous pouvons naturellement 
envisager deux espaces Vn et ‘V, avec les tenseurs métriques az, 
et ‘az, en supposant qu’à tous système de référence (x) dans Vpn 
corresponde un tel système de référénces (x) dans Vn que 
pour les points ayant les coordonnées égales s’applique l’équa- 
tion (1.49). Nous dirons dans ce cas que les éspaces V, et ‘Vn 
peuvent étre représentés mutuellement conformément. 
De la relation (1.49) résulte immédiatement: 


(1.50) O00 as 


L’espace V,, qui par une transformation conforme du 
tenseur métrique se change en un espace euclidien est nomme 
espace conformément euclidin et sera designé brièvement Cn. 

On sait de la géométrie différentielle classique que chaque V, 
peut être conformément représenté dans un espace euclidien 
u deux dimensions. Definissons dans l’espace V, le tenseur Laz 
par la tormule 


(1.51) Lui "= Bua Kaya e 


il 
2(n — 1) 


Dans le cas n >2 il existe la proposition suivante }8): 


18) Sch., Str., II, p. 202. 
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V, est Cz quand (et dans ce cas seulement) le tenseur Lug 
satisfait wentiquement a l'équation différentielle 
(1.52) Div Lux = 0. 


Vn est Cn pour n>3 quand (et dans ce cas seulement) on 
a 1dentiquement 


(1.53) A ynax ra 


mg Ada Lape 
les crochets droits qui se superposent indiquent que l’alter- 
nation doit ètre effectuée indépendamment par rapport aux 
couples des indices [r,u] et [A, x]. 

Citons encore une proposition qui a une grande importance 
pratique et qui permet de discerner si un espace est confor- 
mément euclidien 1), 


V nest Cn que si les composantes de l’affineur de courbure 
qui ont quatre indices différent entre eux s’annulent dans chaque 
système de référence rectangulaire (h). 


Sn. I’atfineur de courbure dans l'espace riemannien V, 
a toujours la forme suivante °°): 


(1.54) K vpn = — 2% Aya Ax] 
ou x est un scalaire. 

Si l’affineur de courbure de V, dans le cas n>2 a la forme 
donnée par la formule (1.51), l’espace sera dit à courbure con- 
stante et sera désignée par Nn. 

En multipliant les denx membres de la formule (1.54) 
par a” et en sommant par rapport a r et x on aura: 


(1.55) Kpa — x(a Aux Apa Ax)A" =— x(u N Qui) = 
= (n—1)xauaz. 

De cette égalite résulte, en tenant compte de (1.46) et 
(1.48), que tout espace S, est pour n>2 einsteinien dont la 
courbure scalaire x est constante. De (1.53) et (1.51) résulte 
encore que chaque S, est Cn. Reciproquement, on peut dé- 
montrer que l’espace conformément euclidien et einsteinien 
est a courbure constante. 


19) Sch., Str., II, p. 204. 
20) Sch., Str., I, p. 115. 
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De la proposition (1.52) et des relations (1.16), (1.51) re- 
sulte directement que F, est toujours C, et à cause de la der- 
nière remarque aussi Ś3. 

l-a proposition connue suivante nous permet de reconnaitre 
l’espace Sn. 

Vn n'est Sn que si les composantes de l’affineur de courbure 
Knj avec plus que deux indices différents sont égaux à zero 
dans chaque système de référence rectangulaire. 


Chapitre 2 
Conditions nécessaires et suffisantes pour que l’espace riemannien Vn soit 
einsteinien En 

$ 1. Espace einsteinien à un nombre pair de di- 
mensions. 

A toute m-direction non singulière au point P de l'espace 
riemannien Vom correspond d’une maniere univoque une autre 
m-direction perpendiculaire qui n’a avec le premier aucune 
direction commune. Cette autre m-direction est aussi non 
singuliere. En relation avec cette remarque nous allons de 
montrer la proposition suivante: 


Prop. 1. La condition necessatre et suffisante pour que 
l'espace Vom soit un espace einsteinicn °) Eom est que dans tous 
les points deux m-directions arbitraires non singulières perpen- 
diculaires entre elles aient les memes courbures scalatres ??). 


Démonstration. Considérons dans un point P de l’espace 
Vom deux m-directions remplissant les conditions de la propo- 
sition ainsi que deux seus-espaces Vm et Vm tangents à elles, 
qui sont géodésiques au point envisagé. Désignons par a’ 
et a’’** les tenseurs métriques de ces deux sous-espaces a m-dl- 
mensions, par K'i,,° et K"iuw les affineurs de courbure et par 
x’ et x” les courbures scalaires correspondantes. Les formules 
(1.25) et (1.37) nous donnent la relation 


(2.1) lan =" d'au + @ as 
et de (1.45) et (1.12) résulte que 


© r ? 7 " "Fra r NU t i « ‘oo ‘n 
(2.2) K m(m—1)x' = K vue aa" =K vuln BB Bi; Boa `a te 


21) Voir chap. I, p. 46. 
22) Voir chap. I, p. 46. 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 4 
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a’ étant une grandeur de Vm, il s'ensuit que 

(2.3) a°° Br Boa, 

ce qui donne pour (2.2) la forme: 

(2.4) m(m—1)x'= K'=Kpun a” at. 
On obtienora pareillement que 


vII 


(2.5) m(m--1)x" = K ur 


MR ue a 
Des relations (2.1) et (2.5) resulte que 

(2.6) K" = Kua,(a*—a7*)(a'—a*$) 

et en vertu de (1.31) et (1.38) on aura que 

(2.1). „Konga! OOF = Tama ali Ba GP ate Ka BE. 


La formule (2.6), si l’on y applique la dernière relation 
ainsì que (1.35), prendra la forme: 


(2.8) K” = K—2 Kuat K. 


Nous allons commencer par la démonstration de la né- 
cessité de la condition énoncée. Nous supposerons done que 
l’espace soit einsteinien Fm. Dans ce cas la formule (2.8) en 
tenant compte de (1.46) et (1.47) prendra la forme: 


(2.9) K” =2må—2 Zau t+ K°. 
Des relations (1.28) et (1.37) résulte que 

(2.10) Anz a’ YA =m 

et de l'équation (2.9) nous obtenons 

(2.11) ” = As 

c'est a dire que 


(2.12) pu I 


Deux m-directions non singulières perpeudiculaires entre 
elles et arbitrairement choisies ont done les mêmes courbures 
scalaires ce que nous voulions précisément montrer. 

Avant d'aborder la preuve de la suffisance de la condition 
anoncée nous voulons démontrer le lemme suivant: 
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Lemme. Sz le tenseur b,, est tel que dans chaque point de 
l’espace on a pour deux vecteurs-unités arbitraires p" et q que 


(2.13) ED, DD CT, 
p q 
où 
€ == aur p” p” = P" Pu = + 1, 
p 
E == Anu q' q” Peg q“ du = + 4, 
q 


le tenseur buy sera proportionnel au tenseur ayy c'est à dire qu'il 
existera un scalaire À tel que 


(2.14) Day ANG vis 


Pour le démontrer, remarquons que la relation (2.13) peut 
étre récrite sous la forme: 


Diy p" p” - buv q“ q” 
E E 
p q 
ou bien encore 


buv p" p” buwq'q* 


Å— ee 


Uw pP p” Ap gg” 

Chaque vecteur non asymptotique wv” pouvant être pré- 
senté sous la forme v”= gi” où è est un vecteur-unité et 
o = Van, vrr” est un facteur scalaire de proportionnalité, 
la dernière relation subsistera aussi pour deux yecteurs arbi- 
traires p“ et g non asymptotiques. Envisageons maintenant un 
vecteur non asymptotique p". Tout vecteur q" qui diffère 
suffisamment peu de p* est aussi non asymptotique. De la 
dernière relation résulte donc pour tous les vecteurs q“ qui 
différent suffisamment peu de p“ l'identité: , 


où le scalaire A ne dépend pas du vecteur q“. 
Nous obtiendrons de la que: 
(Dun — Ady) gg’ =0 
ou bien que: 


Day A A uv - 0 
4* 
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cest a dire que 


Duv = PCPR 
ce que nous voulions montrer. 


La suffisance. En supposant la relation (2.12) équiva- 
lente à (2.11), nous obtenons de l'équation (2.8) que 


(2.15) K—2K,,a'=0 


ce qui doit avoir lieu pour une m-direction non singuliere 
arbitraire. 

Envisageons maintenant deux m-directions non singu- 
lières ayant une (m—1)-direction commune. Les tenseurs mé- 
triques correspondants a“ et a peuvent alors être pré- 
sentés de manière suivante 23): 


a’ * = bat ep*p*; fe PĄPT= + il 
p p 


(2.16) g'ar pix _ eq? q” : e q? q; i 1 
q q 


où p* et q* sont deux vecteurs-unités arbitraires perpendicu- 
laires a la (m—1)-direction commune et b** désigne le tenseur 


metrique correspondant a cette (m—1)-direction commune. 
L’équation a lieu pour a** et a'# et on obtient les relations: 


K—2K,b—2eKyap'p =0; 
p 

© KIK ab —2eK qd =0. 
q 


La soustraction de ces deux derniéres équations nous donne 
la relation: 
E Kaap" p” DE aereo q“ q*, 
p q 


qui a lieu, comme cela résulte de notre raisonnement, pour 
vecteures-unités pz et qa arbitraires. Le lemme démontré 
nous donne que | 

Kua= Aa 


c'est 4 dire que l'espace envisagć est un espace einsteinien. 
La suffisance de notre condition est ainsi démontrée. 


23) Voir (1.37). 
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§ 2. Corollaires pour l'espace HK. 

Dans le cas de l’espace à quatre dimensions la proposition 
du § précédant peut étre énoncée sous une forme différente. 
Dans ce cas m=2. Envisageons donc les courbures scalaires 
de deux bi-directions perpendiculaires entre elles. La courbure 
scalaire d'une bi-direction est en meme temps la mesure de 
courbure riemannienne; nous pouvons done ćnoncer la propo- 
sition suivante. 

L'equation einsteinienne (1.46) n'a lieu dans Vi que si dans 
chaque point deux bi-directions rectangulaires non singulieres 
quelconques possèdent les mesures riemanniennes de courbure 
egales entre elles. 

De cette proposition rćsulte d'une manicre naturelle et 
simple la proposition suivante: 


Proposition 2. L’equation einsteinienne 
Kyo = } LN 


est équivalente à l'équation 
a a "pout 
A suda FT 4 K Noovu Nwtåxs 


que l'en trouve chez SIBATA 24) et qui a déduit cette équi- 
valence par une voie directe assez compliquée. 


Démonstration. Dans le cas de l' espace à quatre dimen- 
sions, nous pouvons donner une autre forme à l'expression (2.4) 
de la courbure scalaire de la bi-direction. Désignons pour 
cela par f%* le bi-vecteur-unité 2°) déterminé par l’une des 
bi-directions envisagées et par a # le tenseur métrique corres- 
pondant. On aura dans ce cas: 


(2.17) fee == 2 al quel 
1 2 
et 
(2.18) a "t= ei itt ei’ ir 
11 i 22 2 


4) Wave Geometry, Nr. 25, J. Se. Hiroshima Univ. 8, 63, 1938. 
28) Voir chap. I, p. 38. 
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ou 2” et à” sont deux vecteurs-unités perpendiculaires mutuelle- 
1 2 


ment dans la bi-direction donnée. Des relations (2.18) et (2.17) 
nous obtenons: 
(2.19) a lols ell = c e gle gel il*a4l | e cali — Yee ff, 
ZE l ZZ NZ ZR 12 
L'affineur de courbure K,.x qui figure dans le second 
membre de la formule (2.4) étant alterné symétrique par rap- 
port aux indices 7, u et aussi 4, x, dans le produit qui s’y trouve — 
a*a#? n'est donc importante que sa partie symétrique alternée 
relative a ces mêmes indices. La formule (2.t) peut done 
être écrite aussi sous la forme: 


(2.20) 259 2K’ = K,aGPPAMA, 


En utilisant la relation (2.19), nous obtenons encore. 


j 


(2.21) x. = Konan f 1%, 


où e = ee, est égal +1 si le tenseur a**, envisagé comme 
une grandeur de sous-espace correspondant V, est défini et 
—1 dans le cas contraire. La formule (2.21) n'est qu’une 
forme usagée de la définition de la mésure riemanienne de cour- 
bure d'une bi-direction °$). 

Choisissons dans la bi-direction perpenduculaire à la bi- 
direction envisagée précédemment au point donnée deux 


vecteur-unités i et è perpendiculaires entre eux. Le sy- 
3 4 


stème des vecteurs i, i, if, i? détermine dans l’espace à quatre 
| 53. A 


dimensions envisagć un certain systeme de rćference rectan- 
gulaire. En désignant par f°’ le bivecteur-unitć de la se- 
conde bi-direction on aura: 


(2.22) fon 2ilvin) 
3 4 


1 


as Sa 
(2.23) x = + a A puis f dal | pcz” 


zza 


26) Sch. Str., I, 117; II, 134. 
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Nous pouvons écrire maintenant l’équation (2.12) sous la 
forme suivante: 


” 18 T>| - LM >| 
(2.24) A pala | PH f AX. E K vix 1 dal | Aan 


où e=e'e' est égal à +1 ou — 1 suivant que l’indice du tenseur 
dui est pair ou impair. 

Introduisons encore le quadri-vecteur-unité 2?) I*%* défini 
dans le système de référence rectangulaire (h) déterminé par 
les vecteurs-mésures i, i, i, ues par la formule 

ee 


(2.25) [123429 7, 


Dans tout autre système de référence rectangulaire (h’) 
on aura J1734 n, où » est égal au déterminant de la trans- 
formation permettant de passer du systeme (h) au (h’). Il 
est facile de montrer se basant sur les formules (1.26), que 


(2.26) fi he pn 


La justesse de cette formule est manifeste dans le système 


de référence défini par les vecteurs 24, i, i4, iż. 
1 2 3 4 


Le fait que les deux bi-directions rectangulaires envisa- 
pées possèdent les mêmes mésures riemanniennes de courbure 
peut étre écrit, en tenant compte de (2.24) et (2.26), sous la 
forme: 


1 ba ba | 
(2.27) [x vulx = 4 K „rzez I Pa Juris} j va / = 0. 
\ 


La dernière équation est satisfaite identiquement par toute 
bi-direction, si 


à E x 
(2.28) K ryżu — KO Jogi Loix = 0 


et dans ce cas seulement. 


Sì l'on prend en considération le guadri-vecteur de densité 
a poids — 1, ni, ON verra facilemant que pour les systèmes 
de référence rectangulaires ont lieu les relations: 


(2.29) Nyre = + Lyn 


27) Voir chap. I, p. 40, (1.26). 
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et 


(2.30) Q = [ay] = €. 


a 


Dans les systémes rectangulaires l'équation (2.28) peut 
donc être mise sous la forme: 


(2.31) Kym = + a K" nn Mark 


a étant une densité du poids 2 ?8:, le membre droit de la der- 
nière équation est un affineur. 
Ainsi donc l'équation (2.28) est équivalente à l'équation: 


G u 
(2.32) VIT . 4 h her poem Moria . 


I] en résulte que la relation (2.32) n’est autre chose que 
la condition pour que toutes deux bi-directions rectangulaires 
alent les mémes mésures riemanniennes et notre proposition 1 
montre que la relation est aussi équivalente a l'équation 
d'EINSTEIN, (1.46). 


$3. Espace En a un nombre quelconque de di- 
mensions. 

Si le nombre des dimensions n est quelconque nous avons 
la proposition suivante: 


Proposition 3. La condition necessaire et suffisante pour 
que V„(n>2), soit En est que dans chaque paint toutes les 
(n—1)-directions aient les memes courbures scalatres. 


Démonstration. Considérons dans un point arbitraire P 
de l’éspace V, deux (n—1)-directions et désignons par d“ 
et d”* leurs tenseurs métriques correspondants. Nous pouvons 
présenter ces tenseurs sous forme suivante 


daj be qu a Epp’; ga p" Pu = a 1; 

(2.33) r holy W SO ult 

d = a"*— e q" q”: e =q" qu= +1; 
q q 


où a est le tenseur métriques V, et p+, q* désignent deux 
vecteurs-unités perpendiculaires a (»—1)-directions correspon- 


28) Sch., Str., I, p. 54. 
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dantes. En désignant ensuite par x et x les courbures scalaires 
des (n—1)-directions en question, on aura les relations: 


= rat eae ee ZJ 
DAR (n—1) (n—2) K yna dl d” = 
i y f x 
eco ppt 
+ K puas P” p* p" p*); 
(2.34) | | 
zk JE Ter: > Fun już k 
ae? (n—1) (n—2) K yuan d d ==. 
1 | 


ee |: — va gt gh —- Sry MA nv nm... 
(n—1) (n—2) (K e Kopin 0 qq € Kopsa | ite a 


+ Ka 9” FQ" 7). 


En tenant compte dans le calcul des seconds membres 
des dernieres formules des relations (1.31 — 1.3), nous obtenons: 


© 1 i 
% = —— (K-2e Kya p" p*); 
n—1)(n—-2 i 
(2.35) ( N ) p 


"SER ZTIYM: 2277 pros e d HM yà 
x YT 7 eK aad 1) 


Si nous supposons maintenant que: 
(2.36) x = % 


Nous obtenons, en tenant compte des formules (2.35), la 
relation: 


(2.37) EKua p” WE EKua q" qź 
p q 
qui a lieu pour deux vecteurs-unités arbitraires p? et q*. Il 
en résulte 2°) que 
(2.38) Kua = A dys 


c'est à dire que l’espace doit être einsteinien. 


23) Voir chap. II, p. 51. 
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Rćciproquement, si nous addmettons l’équation (2.38), 
dans ce cas, en prenant en considćration les formules (2.35) 
(1.47 et (1.48), on obtient immédiatement que: 

= 1 R. 1 F 
(2.30) ar Ce piro) i= (A —27)= TELE x. 

Toutes les (n—1)-directions ont done dans chaque point 
de l'espace einsteinien la meme courbure scalaire égale a la 
courbure scalaire de l’éspace donné E,. La proposition est 
ainsi démontrée. 

Nous donnerons encore une autre démonstration faite par 
M. GOŁĄB). 

Nous voulons auparavant rappeler la définition de la cour- 


bure moyenne de l'ćspace V, au point P dans la direction »*, 
1 


que nous désignerons par ø,» Représentons nous au point P 

un système de (n—1) vecteurs v*,v%,...,r* tel que le système 
2 3 n 

v4,07%,...,02 soit orthogonal et désignons par xı; la mesure 

| OE. n 


riemannienne de courbure de la bi-direction determinće par 


les vecteurs v? et 24. 
I i 


Dans ce cas 


n 
| 
112 


LN 


On peut montrer que le scalaire o,, ainsi défini ne dćpend 
pas du choix particulier du système ¢%,v7,..., v7 31). 
2 a n 


Il existe la proposition suivante 3): 


La condition nécessaire et suffisante pour que le courbure 
moyenne au point arbitraire P ne dépende pas de la direction 
est que Vn — soit einsteinien c'est à dire En. 

Partant de la, il est très facile de montrer la justesse de 
la proposition 3. En effet: si les vecteurs v+, (1=1,2,...,n), 

l 


30) M. Gołąb eût l’amabilité de me là communiquer dans sa lettre du 
7. 10. 1941. 

31) Eisenhart, Riemannien Geometry p. 113. 

32) Eisenhart R. G. p. 114. 
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définissent un système orthogonal de référence arbitraire, on 
aura immédiatement la relation 


1 a 
"TRS D * 


ou x désigne la courbure scalaire de l’espace V,. La dernière 
relation peut aussi être écrite sous la forme: 


x(n—1)n- o, + (n—2) (n—]) xi; 


ou o; est la courbure moyenne dans la direction tê et x; est 
Í 


la courbure scalaire de la (n—-1)-direction perpendiculaire au 
vecteur v La dernière formule montre que x, ne dépend pas 
+ 


du choix particulier de la (n—1)-direction que si o, est indé- 
pendant du choix de v* au point P et dans ce cas seulement. 
1 


La proposition 3 est maintenant une conséquence immé- 
diate de la proposition d’EISENHART citée plus haut. 


M. le professeur WAŻEWSKI a donné une autre généralisation 
de la proposition 1 pour le cas d'un espace a un nombre quel- 
conque des dimensions. 

Envisageons dans un point arbitraire de V, une certaine 
m-direction non singuliere et désignons par x sa courbure 
scalaire ainsi qu’une (n—m)-direction perpendiculaire a celle ci 
avant une courbure sealaire x. 


Proposition 4. Pour que l'espace Vn soit einsteinien 
E, il faut et ‘il suffit qu'en tout point la différence 
n(n—1)x—(n—%m)(n—m—1)x soit indépendante du choix 
special de la m-direction envisagée. 

Cette différence est égale notamment à (n—1)(2m—n)x 
où x est la courbure scalaire de F. 


La démonstration de cette proposition est tout à fait ana- 
logue à celle de la proposition 1. 
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Chapitre 3 


Conditions nécessaires et suffisantes pour que l’espace soit conformément 
euclidien 


$1. Espaces conformément euclidiens a un nombre 
pair de dimensions, Com. 

Dans ce § nous démontrerons deux propositions qui se 
rapportent a certaines proprićtes de la courbure scalaire de 
p-directions correspondantes. Ces propriétés caractérisent 
l'espace conformément euclidien à un nombre pair de dimen- 


sions Com. 


Proposition 5. La condition nécessaire et suffisante pour 
que l’espace riemannien à un nombre pair des dimensions Von 
soit pour m>2 conformément euclidien est que dans chaque 
point la somme des mesures riemanniennes de courbure du. sy- 
stime des m bi-directions non singulières mutuellement perpen- 
diculaires ne dépende pas du choix special du système. 


La somme des mésures riemanniennes de courbure, dont 
il est question dans cette proposition, est égale, comme on le 
verra, à mx ou z désigne la courbure scalaire de l’espace en- 
visagé. 


Démonstration. Choisissons un système arbitraire des 
2m vecteurs-unités mutuellement perpendiculaires: 77, i*,...,7 
Lb, 92 


2m 


et considérons m bi-directions définies par les bi-vecteurs-unités. 


(3.1) 2 ilil 2 ilinl aera 
I» 4 3 4 2m-1 2m 
Ces bi-directions sont. comme cela résulte de leurs défini- 
tions, mutuellement perpendiculaires entre elles. En désignant 
par k la somme des mésures riemanniennes de courbure de 
ce systeme des bi-directions, nous obtenons, en tenant compte 
de (2.21), que 


ra e Kupix je ie yr pa E Kyudx a” jet 14.4% — 
12 E 34 3434 
(3.2) a M. di . > e . 4 Ê 
— Kya tt! tono At 23 ait 
56 5 5 6 2m—1,2m 2m—1 2m 2m—1 2m 
ou 
(3.3) eee et e= Vis +1. |, 


l 11 JT] 
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Dans la formule (3.2) nous écrivons ii” au lieu de d"i”, 
A . 
puisque l'affineur K.,,, est, en vertu de (1.31 —1.3), alterné 


par rapport aux indices correspondants, et c'est uniquement 
la partie alternée du produit è"? qui joue un rôle dans cette 
jl 


formule. Dans un système rectangulaire de référence défini 
par les vecteurs i, i*,...,i%, (n= 2m), la relation (3.2) prendra 
1 2 n 


la forme suivante: 


(3.4) — = € Kyo30 Le K 3434 + € Kgose + … 
12 34 56 


Introduisons un autre système des bi-directions mutuelle- 
ment perpendiculaires defini par les bivecteurs-unités: 


(3.5) Gal, dala, 29 dl, a, 2h 71, 
v 2 3 4 5 6 2m—1 2m 

ou d'ailleurs: 
ie ai” Bi*; 

(3.6) EA aa ae ie Sy my 
i*=-. eBi*— cai"; 13 
3 1a 3 3 

et d'ou il s'ensuit que 


(3.7) i e=— 6 ch g=e. 
1 3 8 


Si l'on suppose maintenant que la somme des mesures 
riemanniennes de courbure des m bi-directions mutuellement 
perpendiculaires ne dépend pas du choix spécial de se système, 
on obtiendra également 

k= e Kuna. (at’+ Bi) i" (ai Bi*) a -- 
(3.8) 12 1 do 2 1 3 2 


4- e Kyyas (€Bt’— eat”) ik (Bet4*— ae 4) FK, UU +... 
34 get hahaa) wags 33 4 6 6 5 6 


De là, en prenant en considération la relation u + $BeE=l, 
13 

nous obtenons 

— k= ofe Kyą12-+ € K3434 + € K5666 + 1-.]-T 

12 34 56 
(3.9) i Pre [e Kos 23 KT 14 a 56 ga] or 
| +2 ea pfe K232 — e 14 34]. 
2 4 
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En vertu de la relation (3.4) et d’une relation analogue que 
lon obtient en envisageant les bi-directions définies par les 
bivecteurs simples, 


ini, dilidi, Qileid,..., 2 i dA, 
ya 35) 1 4 5 6 2m—1 2m 


la derniere ćgalitć prendra la forme: 


(3.10) — k= — (a? + e 62) I: + 2 ea Ble 19 35 — e K1434|. 
13 1 2 4 


Si l’on utilise (3.6), nous aurons encore: 


(3.11) e Kiza? ak nre 


La dernière formule peut €tre récrite ainsi: 


(3.12) EMMA 47 qi i* a — EN vax 23 qu 141% . 
2 12 342 4 1434 


Substituons dans (3.12) en place du système 74, 74, i4, 74 
jaca Z 4 
des 4 vecteurs-unitćs mutuellement perpendiculaires, un autre 


systeme ayant les memes proprićtćs, notamment le systeme 


(3.13) 1%, yi |- dit, W, dei vei, 
1 2 4 3 22 4 4 
où 
(3.14) y- Pee= 1, 
24 


On obtiendra alors 


€ Kat” (pit + dt) it (yir 4. ôi") = 
‘ 1 À 4 3 


2 2 + 
(3.15) i mal 
| =e Kyi” (e i6— ye i (be yei) 

j er pai fai wave 44 
et encore: 

ey? Kie32 +eyo Wiggs + E yO Rizs 607 Wy434> 
À 2 à i 

(3.16) 


= EO Riza2— 2701432» — EY OK 1234 | ey? A1434- 
4 2 i 


En vertu de la relation (3.11), la première expression du 
premier membre de (3.16) et la dernière expression du second 
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membre peuvent ćtre supprimees. Il en est de meme de la 
derniere expression du premier et de la premiere expression 
du second membre. Nous obtiendrons apres ces réductions 


(3.17) dre Kisa) =0 


et parsuite: 
(3.18) Kisse > Kies, = 0. 


En appliquant a la formule (3.2) une transformation du sy- 


steme des vecteurs i*,/* analogue à (3.6) on parvient à la ré- 
1 4 


lation 

(3.19) e Riez "py € Moga 

et de la, par une transformation analogue a (3.13), l'égalité 
(3.20) OR cze den = 0. 


En soustrayant membre u membre les ćgalitćs (3.18) et 
(3.20) et en tenant compte de l'identité: 


(3.21) K y juax) = () 


qui résulte directement de (1.31—-2.4), nous obtenons: 
(3.22) 8 Ayo34— Aie34— Kygąg — Kiga = 3 Kyągyą = 9. 


On peut démontrer pateillement la disparition de toutes 
les autres composantes de l’affineur K,a. à quatre indices 
inegaux dans le systeme de référence défini par les vecteurs 


14, 15,...,4%, c'est à dire dans un systeme rectangulaire arbitraire 
1 Z 2m 


de référence. En vertu de la proposition citée *), l’espace envi- 
sagé est done un espace Com. Nous avons ainsi prouvé la pre- 
mitre partie de la proposition. 

Supposons maintenant que l’espace soit conformément 
euclidien c'est a dire que l’on ait les relations (1.51) et (1.53), 
car n>4. Dans ce cas la mésure riemannienne de courbure 


de la bi-direction définie par le bivecteur 244? est donnée 
1-2 


88) Voir chap. I, p. 48. 
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dans le système rectangulaire de référence considéré par la 
formule:. 


È 1 
moż à o kr — (aii Loz + Ago Lai) = 
TT dd 


Nous pouvons maintenant, en nous servant de cette der- 
nière relation et des relations analogues, calculer k de la for- 
mule (3.4). Nous avons notamment: 


— mi L" 
jaj è i 
— ] n + 
„JĄ = — K + — ] 
(o >| Rea =} 
| 1 
2(n—1) ”? 


et ensuite, en vertu de (1.36), puisqne n=2m: 
(3.25) k= mx. 


Nous voyons que la somme des mésures riemanniennes de 
courbure du systeme des m bi-directions mutuellement rectan- 
gulaires est égale à ma c'est a dire ne dépend pas du choix 
spécial de ce système. La seconde partie de la proposition se 
trouve ainsi également démontrée. 

Passons maintenant à l'autre proposition que nous avons 
mentionnée au début de ce $. 


Proposition 6. La condition nécessaire et suffisante pour 
que l'espace Vom soit Cam est que le somme des courbures scalatres 
des deux m-directions arbitraires mutuellement rectangulaires et 
non singulières soit indépendante dans chaque point au choix 
de ces deux m-directions. 

Nous allons montrer dans la suite que cette somme dans 
le cas en question est égale a 2x. 
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Démonstration. Nous n'allons pas envisager le cas par- 
ticulier de m=2 car dans ce cas on a affaire a la somme des 
mésures riemanniennes de courbure du systeme de deux bi-di- 
rections mutuellement rectangulaires. Ce cas fit déja pris en 
considération au cours de la démonstration de la proposition 5. 

Si m>2, pour prouver la suffisance de notre condition, 
il suffit de montrer que pour chaque groupe de quatre vecteurs- 
unités mutuellement rectangulaires 7”, s*, u*, v* on a la relation 


(3.26) Kaan tt stwo = 0. 


Si l’on envisage, en effet, un système rectangulaire de ré- 
férence arbitraire et si l’on substitue dans (3.26) en place de 
r*,s*,u*,v* quatre vecteurs-mésures quelconques de se sy- 
steme, on constate le rait que les composantes de l’atfineur 
de courbure K, ax à quatre indices inégaux disparaissent pour 
le système de référence rectangulaire envisagé et parsuite pour 
tout autre système rectangulaire. Il s’ensuit, que l’espace en- 
visagé est conformément euclidien, ce que nous voulons préci- 
sément montrer. 

Remarquons que la relation (2.8) nous donne la formule 
suivante pour la somme des courbures scalaires de deux m-di- 
rections rectangulaires 

33 | 


x +x —— ( ft’ + K” 
m(m—1)° 


Th W La'i 2 K'). 


mim- 


Si cette somme doit être la même pour chaque couple dg 
m-directions rectangulaires, l'expression (3.27) doit être indé- 
pendante du choix de a’#*, Calculons la somme considérée 
pour a't? et a’? donnée par la formule (2.16) et égalons entre 
eux les expressions obtenues. Nous aurons la relation: 


K—2K ab" 2e Kua p"p + 
p 
# 25a bb 4 4 i Kat b” p“ p’ Li À Ka p”p“p“ p? z 
=K-2Kpab'—%eKad'd + 
q 


+2K span DDL A € Kab" C + BK in itt. 
q 


Roeznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 5 
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Remarquons d’abord que dans la formule obtenue les 
dernières expressions de deux membres s’annulent en vertu 
de (1.31). Si l’on effectue ensuite la réduction, on obtient que 


(3.28) E (2K suar b” —K uap" p s El 2K nea EE M A 
p q 

où b” est le tenseur métrique correspondant à une (m—1)-di- 
rection arbitraire et p* et g* désignent deux vecteurs-unités 
arbitraires perpendiculaires a la (»7—1)-direction considérée, 
De la, en vertu de la proposition dérnoutrée 34), résulte 
que la composante de la grandeur Kpuarb —K, dans la 
(n-m4-1)-directior perpendiculaire à la (m—1)-direction don- 
née doit étre proportionelle au tenseur métrique correspondant 
a cette (n— m- 1)-direction. Il s'ensuit qu'on aura la relation 


(3.29) ƏR puia br 8° Kar! 0 


ou r“ et s? sont deux vecteurs perpendiculaires entre eux 
et a la (m--1)-direction donnée. 

Envisageons maintenant deux (m—1)-direetions perpen- 
diculaires aux vecteurs 7* et s* et qui possèdent une (m—2)-di 
rection commune, ce gui est possible, puisque m>2. Les ten- 
seurs métriques b““ et b** qui leurs correspondent peuvent 
Ctre écrits sous la forme 


TAH An pas MA S À a 

h e" +em M ; e=m M +]; 
(3 30) m m 

TÀ An , » = À 

be" Hen n: e=n n= +1, 


n n 


où ct est le tenseur métrique correspondant à la (m—2)-di- 
rection commune et m* et n* sont deux vecteurs-unites per- 
pendiculaires à la (m—2)-direction envisagée et aux vecteurs 
r* et s*. 

Si lon substitue dans la relation (3.29) en place de b”? 
tour à tour b“ et b“*, on obtient l'équation suivante: 


2 K vuax erts? + ZEK varan MM” oi Kya pu g= (0; 
(3.31) m 
2 Ka, c rst 2e Krpan” n* re s K arts? = 0. 
n 


34) Voir chap. II, p. 51. 
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En soustrayant membre à membre les deux dernières 
ćquations, nous obtiendrons la relation: 


chienne ERK a, Tesime n*. 
m n 

J] est facile de voir que dans la dernière relation c'est uni- 
quement la partie symétrique de l’affineur de courbure re- 
lative aux indices » et x qui joue un róle. Nous pouvons done 
l'écrire sous la forme: 


(3.32) EK up" stm” m” = e Way re stn n”. 
m n 


Si lon fait maintenant un raisonnement analoque à celui 
que nous avons fait peur obtenir (3.29), on parvient à l’“quatiou: 


(3.33) Kepir siuo 0 


ou re, sk, ut, v” désignent + vecteurs-unites arbitraires mutuel- 
lement perpendiculaires entre eux. En intervertissant entre 
eux les vecteurs s* et v* dans la formule (3.33) nous obte- 
nons la relation 


(3.31) K (vjux4)T! 84 g” y” _ U, 


La soustraction membre à membre de deux dernières 
ćauations conduit a la formule 


(3.35) + ( Dev iets + K ruir Koppi — IETA r stu vy -— () 


laquelle, si l’on applique les relations (1.31—1.2) ainsi que 
(1.11), donne: 


(3.36) EK vurt eu rt = 0. 


Réciproquement, si nous admettons que l'espace considćrć 
soit Com, C'est à dire l'existence des relations (1.51) et (1.53), 
on aura, en portant de (3.27) la somme x’~—-x’’ des courbures 
scalaires de deux m-directions perpendiculaires, la formule 
suivante: 


l 
we m (KOK „ar 
_ m(m—1)\ = i 
(3.37) 4 
LI + ‘ 
È aloni iy aL pix 4 Hia ") 


5% 
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Calculons a part Ja derniere expression entre crochets de 
cette relation. Nous avons, notamment, à cause de (1.10) 


L 


vx 


, / À = 
(3.38) Asta Lux WT Pra i [Aya Lux da 


— dvx Lua + Ax Tiva] O ai UN, 
Il rćsulte cependant des relations (1.37) et (1.41) que 
(3.39) aya “= Be. 


Si l’on tient compte du fait que a** est une grandeur de 
sous-éspace correspondant dans Vo, on aura encore: 
(3.10) agg ARE IR 


En appliquant a la relation (3.38) les deux dernieres formules 
ainsi que (2.3) et (1.51) nous obtenons: 


Uppal un a a'™ = [Lun 4 1 mL, a —mL,,a "4+ Ly, a’) 
1—m , m—l1 ,. m(m—1) „. 
» Lux a= T A got au — ‘) 
2 2 (2m — 1) 


L'expression (3.37) aura donc maintenant la forme: 


Lavia 
K—2K ya". 


n ere = m(m—1)| 


K 


m(2m_-1) 


r m A 
RZECZ 


Jm 
dx. 
2 m— 1 


La somme des courbures scalaires du systeme de deux 
m-directions perpendiculaires dans l’espace Com ne dépend 
done pas du choix special du système. La seconde partie de 
notre proposition est ainsi démontrée. 


§ 2. Espace Cj. 
Les considérations du $ précédent nous permettent d'obtenir 


les propositions nouvelles qui caractérisent l’espace confor- 
mément euelidien à quatre dimensions, notamment: 


Proposition 7. La condition nécessaire et suffisante pour 
que V, soit conformément euclidien est que l’on ait l'identité 


(3.42) Ka tO COON ovp orze + 1% Oy 2 Fai F O. 


Remarquons d’abord que la mesure riemannienne de cour- 
bure d'une bi-direction est en même temps, comme cela ré- 
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sulte de la définition. la courbure scalaire. Ainsi done dans le 
cas de l’espace à quatre dimensions la différence entre les deux 
propositions du $ precćdent disparait et nous obtenons la pro- 
position unique suivante: 

Pour que Vespace V, soit un espace C, il faut et il suffit qu'en 
tout point la somme des mesures riemanniennes de courbure 
d'un systeme arbitraire de deux bi-directions mutucllement per- 
pendiculaires soit independante du choix special de ce systóme. 


Nous avons pour cette somme dans le cas. envisagé la 
formule 


(3.43) MR MU 

La relation (3.43), en tenant compte des formules (2.21) 
et (2.23), peut etre écrite sous la forme: 
(3.44) E K opis ea beva din — 0%; 
ou f'’#et f” sont deux bivecteurs unités de deux bi-directions 
correspondantes perpendiculaires entre eux et €” resp. e” sont 
égaux —1 ou +1 suivant que les bi-directions correspondantes 


possèdent les vecteurs asymptotiques réelles ou ne les possèdent 
pas. Des relations (1.22) et (1.25) on aura encore: 


(3.15) Aya yf P ™ = Qe’. 


En multipliant les deux membres de (3.44) par e on aura 
en tenant compte de (3.45) l’équation: 


(3.46) Kozi Ti TE Bach PI È =—4 ZA uz per io, 


où c= e'e'- +1, le signe de e étant celui du déterminant 


Q = |a axl- 
En substituant dans (3.46) au lieu de f’’ une expression 
égale donnée par la formule (2.26), nous obtenons: 


(3.47) Lee KT oy Koala - 4 aa | = = 0. 


La dernière équation s’applique 4 un bivecteur-unité arbi- 
traire /'** si l’on a identiquement: 


> = 2 
(3.4 8) K vudx | 4 ko" 4 ED łaa | 4% Ayia Lux] ~~ 0 
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et dans ce cas seulement. Dans cette formule wpparait le pro- 
duit alterné aaa, Car il est évident que c'est uniquement 
sa partie alternée qui joue un role dans la formule (3.47). Un 
raisonnement identique 4 celui que nous avons fait pour obtenir 
la relation (2.32) conduit à l’équation suivante, équivalente 
a l’équatior (3.48): 


(3.49) K vużz + | a Krewe Nooru Mortiz T 1 x (ra 4 ua) = 0. 


Comme cela résulte de notre raisonnement, la relation 
(3.19) équivaut a la condition que la somme des mésures rie- 
manniennes de courbure de toutes les bi-directions perpendi- 
culaires entre elles soit dans tout point de V, indépendante 
„du choix spécial de ces bi-directions, c'est à dire que l’espace 
envisagé V, soit C}. 

Si l’on se base sur la proposition citée 3°) on en tire: 


La proposition 8. L’equation (3.19) est equivalente dans 
l'espace V, a l'équation 


(3.50) ENTO = 2 Gita Ls) 
où 
(3.51) lap, + Lu 4 K apx- 


L’équivalence des relations (3.49) et (3.50) peut être montrée 
directement par la voie suivante: 

Si nous écrivons la relation (3.19) pour un système quel- 
conque de référence rectangulaire, il en résultera lẹ dispa- 
rition dans chacun de ces systèmes de toutes les composantes 
de l'affineur de courbure à quatre indices inégaux et on par- 
vient à la relation (3.50). 

Supposons maintenant, que l'affineur de courbure à quatre 
indices remplisse la condition (3.50) et calculons le premier 
membre de la relation (3.48); en le désignant par l,,,,, on aura 


FA. l = 
” i a wt 
bate h vuÂx : 4 K dot l vp l "4x r zA Alya À uix 


E | 
‘) a = 
2 Aux Lu + z Moto Le 1, ida 3 Atyat 


A pela] * 


35) Chap. I, p, 48. 


et 
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Nous allons nous occuper avant tout du terme du milieu 
de la dernière expression que nous désignerons, pour abréger, 
par Spui. Le quadrivecteur-unité Je, étant alterné par 
rapport aux indices 9,0 et aussi v, a on aura donc: 


1 E 
(3.53) Suman = z € low La: Be: A og ra she LOOP 1 pax ("day Apy 


En nous basant sur la définition de la grandeur I żyw» 
nous pouvons obtenir que °°) 


(3.51) Í pnan 108 = 6e AA; AG]. 
La relation (3.53) aura donc la forme: 


3 La a” lay Agyu A If a 4 pl BL" aain Aalu = 


= Law Aaj L; “tyivt Axu di Ly 101 aau 


x) pe 
Profitant de la relation facile a verifier: 


(3.56) Aa lolo 7 Ata Ivo) 7 Lau Avo 


ainsi que de la relation (1.10) nous pouvons donner a la formule 
(3.55) la forme suivante: 
(3 57) Synir Ly "yy Au) 8 Luv Axl) —- CYM = 

= Lawa au] = Lia Cu) p 


Mais de la relation (3.51) résulte 


(3.58) l"=—K|3$K=—3KM. 
Les grandeurs a,, et L,, sont les tenseurs, done 
(3.59) S yuan UT 1 K a, Ax] mr, 2 livia L aiw z 


En substituant la dernière expression dans la formule (3.52), 
nous obtenons que 


3 1 € 9) 1 4 Es 
l 2 aja Lua yk aian 2 Uva Lara + 3 K Asta dala = 0. 


vnix — ulz 


La formule (3.48) et, par conséquent, (3.49) résultent de la 
tormule (3.50) ce qui démontre leur équivalence. 


88) Sch., Str., I, p. 29 et 53. 
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§3. Espace C, à un nombre quelconque des di- 
mensions, n. 

HAANTJES 3’) a étendu les résultats du premier § du présent 
chapitre auxtespaces à un nombre arbitraire (pas nécessaire- 
ment pair) de dimensions. Il envisage, notamment, dans 
l'espace V,p(p>2) m,-directions mutuellement perpendicu- 
laires et suppose que les nombres Mi, ma,..., Mp satisfont aux 


p 
(3,60) n—-1l1>m>1 et Sk My À. 
ill 
En désignant par a IS DeL les tenseurs métriques qui 
p 


correspondent à ces m,-directions et par zy; xa,..., x, les cour- 
bures scalaires correspondantes, HAANTJES ćnonce: 


La proposition 9. La condition nécessaire et suffisante 
pour que l'espace Va, n=, soit un espace conformément eucli- 
dien est que la somme 


soit pour un système de nombres m; remplissant les conditions 
(3.60) dans tout point de l’espace pour un système arbitraire 
des m;-directions mutuellement perpendiculaires indépendante du 
choix de ce système des m;-direclions. 


On verra dans la suite que cette somme est constamment 
égale à nx ou x désigne la courbure scalaire de l’espace Vn. 

Remarquons que si n=2m et p' m, dans ce cas: 
My =M, =...=Mp= 2 et on aura de la derniere proposition, 
comme cas particulier, la proposition 5. Si enfin, n= 2m, 
p= 2 et m= my, m la proposition 9 concorde avec la pro- 
position 6. 


Démonstration. En démontrant la proposition de 
HAANTJES nous n’avons pas besoin de nous occuper du cas n= 4 
dont l'étude fut épuisée par chacune des propositions 5 et 6. 
Ceci est d’autant plus important que la démonstration que 
nous allons donner fait défaut pour n=4. 

Nous montrerons en premier lieu que dans les espaces 
conformément euclidiens la somme (3.61) est constamment 


87) Haantjes, Hine Charakt. ete. Proceedings Kon. Ned. Akad. v. 
Wetensch. Vol. XLIII, N° I, 1940. 
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égale a nx et, par conséquent, est indépendante dans tout 
point du choix spécial de p m;-directions mutuellement per- 
pendiculaires. 

De la tormule (2.4) nous avons 


1 
(3.62) Trea at rana va quà, 4 
Si lon tient compte que pour l’espace Cn s'applique la 
formule (1.53), on obtient en vertu de (3,62) due 
1 ] 


Na X, = — ——1@. y 
L”"1 M; — 1 = wi 


— 4,2 Lex Gyx Lys -}- 


nx 


L,]a”atż 


‘x 
K l 


| | 


1 | 
(3,63) a e [Lun aa My Lo ci M Ly, MO Í 
ne di 1 1 


s L aa] 


PRZY TT 
En vertu de (3.63) et (1.40) on aura pour la somme (3.61) 
la formule 


My Hy + Maxa + ee + Mp Xp = ski glean eee ae] 
(3,61) 


ix 
ar Lun! 
~ 2 


D'autre part, si l’on tient compte de (1.51), on a: 


n Ma (n—2)n 


ee E ER K 
at (ne 1) 2 


(3.65) L„a*=—K+ 


ct de (3.64) on obtient 


—2 n—-2)m 
(3,66) My A + Mo Ko 1” esce "1 Mpfp — dà me = WX 


SL! 2 
ce que nous voulions précisement démontrer. 

Nous passons maintenant à la démonstration de la pro- 
position réciproque. Supposons done que pour un certain 
système fixé de nombres m,, (î=1,2,...,9) (remplissant les 
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conditions (3.60)) la somme (3.61) ne dépende pas du choix 
spécial des m,-directions mutuellement perpendiculaires. 
Nous voulons affirmer que dans ce cas l’espace est confor- 
mément euclidien. Considérons auparavant le cas particulier 
p — 2 c'est à dire où l’on a affaire à une certaine m,-direction 
perpendiculaire à la m,-direction et 
(3.68) M + m= N; Rat a 
Nous pouvons également admettre qu’un des nombres 
Mı, M, soit plus grand que 2 (le cas où m,= m, = 2 lut l’objet 
de la proposition 5). Nous pouvons maintenant éerire la somme 
(3.61) sous la forme: 


] X + 
M #4 + Mąką= —— A nl de - — K aia a "pe = 
Mae Lt a (a Mo — 1 
l K VN 00° 
Ma — 1 Mis — [J maa 4 i 
(3.69) i, Z, 
| : i 
— = (K s. A atta) 
Mą-— | nA i 
] wy Ry, K “ais KOK uż 
m — "| — — RO t - 2 gate 
Mo n ] My, ss è ] ' | 1 i 1 


La somme m, x, + moa, étant indépendarte du choix srécial 
de la m,-direction, la derrière expression ne depend pas éga- 


lement du choix spécial du tenseur af, Considérons maintenant 
1 


deux m,-directions possédant une (m,—1)-direction commune 


et désignons par a“ et a" les tenseurs métriques qui leur 
1 1 


correspondent. On a dans ce cas les relations: 


aie — per. e pip; e p* D, i 
m 1 
(3.70) i i 
Qt pl AE Ir, ex ga, 
1 q 4 


où b“? est le tenseur métrique correspondant à la (m,—1)-di- 
rection commune et p* et q* sont deux vecteurs-unités perpen- 
diculaires a cette direction. L’expression du second membre 
de (3.69) ayant la meme valeur pour a”? et pour a#4,on obtient 
done: i i 


e] 
a 
w 
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= x — 2 K yg bl? — ies ua P“ p? + 


(E 0 bE + ne K puar b” p“ p$) 


N=—- 4 
+ rei 


— 2 Kpa bt — ce CC Ap 


n—2 
cir : ( MM br bad + LE K yuan by q“ “| ) 
q 


M — 1 
d’où, après la réduction: 
n —2 


€ pra Kus + mi K gui ve) = 
(8729 g 


4 n_-2 r va t gå 
et—A pà S A opin? q“ q". 
q 


m,— 1 


Dans cette équation p* et q" sont deux vecteurs-unités 


a 


arbitraires perpendiculaires à la (m,—1)-direction envisagée. 
Il s'ensuit que **) 


n— 2 
A 


1 oj. vux b** s rå U 
1 


(re) —K,, str 


pour deux vecteurs arbitraires s“ et r” perpendiculaires entre 
eux et à la (m,—-1)-direction. 

La dernière équation a lieu indépendamment du choix 
spécial de la (m,—1)-direction envisagée vour les tenseurs b*# 
et b** déterminés par la formule (3.30) correspondant a deux 
(mn, —1)-directions, ayant la (m, —2)-directions commune ce qui 
est possible puisque m, >2, nous obtiendrons done 


n — 2 


6 ‘ Ead Le u A | 
(3.74) K pasi e 1 


(chat rie sk pan? M sk r) = 0) 


et 


p n— os 
— K ua gh yA "i a K 


rag 


A È | A 
vada 0" 87 r+ ef wan n'n*skr*)= U. 
n 


La soustraction de deux derniéres ćquations conduit a la 
relation: 


38) Voir p. 66 (3.29). 
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(3.75) E K, mo mstr? = e E ppa Nnr serè, 

m n 
qui a lieu pour les vecteurs-unité arbitraires n# et m“ per- 
pendiculaires a s et 7#. I] résulte de la que pour quatre vecteurs 


arbitraires mutuellement perpendiculaires u”, v”, s”, 7” on aura: 
(3,76) K viua u” v* sër? => 0. 


La dernière relation est identique a la relation (3.33). Il 
en résulte que toutes les composantes de l’atfineur de cour- 
bure a quatre indices inégaux disparaissent dans les systemes 
de référence rectangulaires, c'est à dire que l’espace considéré 
V, est couformément euclidien. La proposition est donc dé- 
montrée dans le cas p=2. Si p>2 nous pouvons moutrer 
pareillement que la relation (3.76) a lieu pour quatre vecteurs 
arbitraires perpendiculaires entre eux appartenant a une 
(My + m,)-direction. Dans la démonstration il faut considérer 
comme fixées toutes les m,-directions pour 4=3,1,...,p et de 
faire varier par la méthode exposée la m -direction et la m,-di- 
rection dans le cadre de la (m,— m.)-direction. Conformément 
a notre supposition, la (m,-m.,)-direction envisagée peut étre 
choisie arbitrairement; il s'ensuit que l'égalité (3.76) doit 
avoir place pour 4 vecteurs arbitraires mutuellement perpendi- 
culaires. Cette méthode sera en defaut quand 


My = Mg =... = Mp= 2 


mais dans ce cas la proposition que nous voulons prouver 
concoure avec la proposition 5. La proposition de HAANTJES 
est ainsi démontrée. 


Chapitre 4 


Conditions nécessaires et suffisantes pour l’espace soit à courbure 
constante 


$ 1. Généralisation de la proposition de F. SCHUR. 
La mésure riemannienne de courbure de la bi-direction 
dans l’espace V,, (n> 2), définie dans le premier chapitre 
possède une propriété importante exprimée par la proposition 
suivante connue sous le nom de proposition de F. SCHUR °°). 


39) T. Levi Civita, p. 126; Eisenhart, p. 82. 
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Nad 
>Si la mesure riemannienne de courbure de la bi-direction 
non singulière est indépendante dans chaque point Uu choix spé- 
cial de cette bi-direction elle ne varie pas d'un point à l’autre 
c'est a dire qu’elle est constante dans tout l'espace. 


L'espace V, est dans ce cas un espace à courbure constante 
S, et son affineur de courbure remplit identiquement la con- 
dition 49) 


(4.1) K ppan = — 2% Aia A pda) 


La proposition de F. SCHUR peut être généralisée de la 
maniere suivante: 


Proposition 10. Si dans l’espace V „ pour un certain nombre m 
remplissant la condition 1<m<n la courbure scalaire de la 
m-direction est dans chaque point indépendante du choix spe- 
ciale de cette direction elle ne varie pas d'un point à l'autre. 


Il résulte aussi de ces mémes prémisses que dans le 
cas m<n—1 l’espace envisagé est un espace Sn, il n’est que 
l’espace En, sì m=n—1. 


Démonstration. Dans le cas m=n—-1 il résulte de nos 
suppositions et de la propositions 2 que l’espace envisagé 
est einsteinien E,, chaque (n—1)-direction aura une courbure 
scalaire égale à celle de l’espace Ent!) laquelle, comme nous 
le savous, est constante *). Pour démontrer la proposition dans 
le cas m<n—-1 nous envisagerons au point arbitraire P deux 
m-directions possédant une (m—1)-direction commune et dé- 
signerons par a’ et a’ les tenseurs métriques correspon- 
dants. Nous pouvons présenter ces tenseurs sous la forme 
donnée par les relations (2.16). Pour la courbure scalaire de 
ces deux m-directions nous avons les formules: 


1 "EZ" — 
NETEM. a "ża **: 
( 1 2) m(m—1) vuÂx - 
ha = LU Aia 
dc” "PGE a "ża **. 
m(m— 1) vudx 


40) Voir p. 48, f. (1.54). 
41) Voir p. 58, f. (2.39). 
42) Voir p. 47, f. (1.48). 
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De notre supposition et des relations (2.16) et (4.2) nous 
obtenons: * 


Em Her hrs E 9g He q” q” pea = oud q“ q? q” Tia 1 
p 


4.3) | j 
| = Ay agit bY 2E K ar DOr EA pine D" DE 
p 
et de la 
(4.4) € OUR hea pv p*= e Kona bea q” q*. 
P q 


` 


La dernière équation s'applique a une (m—1)-direction 
quelconque et a tous les couples des vecteurs-unités p”, q” 
perpendiculaires a cette (2—1)-direction. Il en résulte que *) 


(4.5) K „zx paź re s* ( 


on 7” et s* sont deux vecteurs perpendiculaires entre eux et 
a la (m—1)-direction envisagée. | 

Si m—1>2, l'équation (4.5) peut être récrite pour deux 
(m—1)-direetions ditférentes dont les tenseurs métriques bł“ 
et b?” correspondants sont donnés par la formule (3.30). La 
soustraction de deux équations ainsi obtenues nous donne 


Ba chÀ pre” date K vus me mir s* — À sax Ha py sx — 
(4.6) A 
— ER yg nt nry s* 
n 
et ensuite: 
(4,7) € Ana me mAr” s*= € Kona ntn? vt sk: 
m n 


où më et n* sont deux vecteurs-unités arbitraires perpendi- 
culaires aux vecteurs 7” et s*. De la relation (4.7) résulte que: 


(4.8) Kąt U CFFYSS MO 

pour tous les quatre vecteurs perpendiculaires entre eux 
u”, vv, r”. s”. En vertu des formules (1.30—1.3) la dernière 
relation est équivalente à l'équation 

(4.9) di giga A = 0. 


Cette relation etant identique a la relation (3.33) il en 
résulte que l’espace envisagé est conformément euclidien. 


43) Voir p. 66, f. (3.29). 


= 
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Pour la courbure scalaire x’ de la m-direction dont le ten- 
seur métrique correspondant nous avons désigné par «a'#À, 
nous obtenons maintenant sur la base de (1.53) et de (3.63) 
la formule 


tte ce 
4.10 x! = ————_ La". 
( ) min —2) ** 
Nous pouvons récrire cette équation pour deux m-directions 
dont les tenseurs métriques correspondants @ “4 et a't? sont 
donnés par les formules (2.16). De la, en nous basant sur la 


supposition que 


(4.11) x = È 
nous obtenons que 
95 — 2 
(4.12) eer L albit: SAGI) nee Lyn (BY -4 éd q*) 
et de la 
(4.13) eL,,p#p"= e Le qty", 
p q 


où pe et q“ sont deux vecteurs-unités arbitraires. Nous en 
concluons que 44) 
(4.14) Lx = 9 Cun: 

L’affineur de courbure revètira actuellement la forme *) 


| 4 
z A Lun 
(4.15) aa Fe I Aya Aux) 


Si l’on substitue dans cette relation 
n— 2 


2. 


(4.16) g =—. x 


nous aurons 
(4.17) "AMB = — 2x Alivia Lulx] * 

Notre espace est ainsi un espace a courbure constante 
et x est une constante. 

Des formules (4.10), (4.14), (4.16) nous obtenons 


(4.18 pacs T7 son a’ v4 =: x 
— PRES) 02 TA Te 


44) Voir p. GI, f. (2.14). 
45) Voir p. 48, f. (1.53). 
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La courbure scalaire de la m-direction, étant cgale a celle 
de l’espace S,, est constante. C'est précisement ce que nous 
nous proposions de montrer. 

Il faut encore remarquer que cette preuve renferme aussi 
le cas exclu m= 2 ear dans ce cas la relation (1.9) résulte 
directement de la relation (4.5). Dans ce cas notre proposition 
concorde avec la proposition de F. SCHUR. 


$2. Corollaires pour espace Sn. 
De la dćmonstration que nous venons de donner plus haut, 
résulte immédiatement la proposition suivante: 


Proposition 11. Pour que l'espace Vn soit un espace Sn 
il faut et il suffit que pour un certain nombre m où 1< m< n—1 
la courbure scalaire ae la m-direction dans chaque point ne de- 
pende pas du choix spécial de cette m-direction. 


De la proposition 2 chapitre 2 et de la proposition I°. SCHUR 
valable pour V, (n =3) résulte comme conséquence la propo- 
sition connue suivante. 


Tout espace einsteinien E, est à courbure constante c'est 
a dire un espace Ñz. 


En effet si l’on a E, on aura en vertu de la proposition 2 
que la courbure scalaire de la bi-direction quelconque est 
constante et de lu, en tenant compte de la propósition de 
SCHUR, on en concluera que l’espace est à courbure constante. 


L'espace a courbure constante est en meme temps un 
espace conformément euclidien et einsteinien. L'espace à quatre 
dimensions 4 courbure constante S, satisfait done aux rela- 
tions (2.32) et (3.49). En les soustrayant on obtient: 


(4.19) a AO N avu Morza = — SZ Apia Tyli» 
Reciproquement, si dans l’espace V, a lieu l'identité (4.19) 
il est facile de voir que toutes les composantes de l'aftineur 
de courbure possedent au moins trois indices différents dispa- 
raissant dans les systémes de référence rectangulaires. L’espace 


considéré est done #4. Nous pouvons ćnoncer la proposition: 


Proposition 12. Dans l'espace V, les relations (4.1) 
et (4.19) sont équivalentes. 


SUR L'ÉVALUATION DU DOMAINE D'EXISTENCE DES 
FONCTIONS IMPLICITES REELLES OU COMPLEXES 


Par TADEUSZ WAZEWSKI (Cracovie) 


L’évaluation du domaine d’existence des fonctions impli- 
cites y, = g'(1,...,0,) déterminées par le système d’équations 


(X, ..., Lps Yis- Yn) = 9 (v= d;...,%) 


sera basée sur une notion que nous appelons allongement 
supérieur ou inférieur d’une suite de fonctions. 

Dans le § 1 nous donnons une définition analytique (cf. § 1, 
VII) et géométrique (§ 1, XIX) des allongements en question 
et quelques proprietćs de ces notions. Nous indiquons, en 
particulier, quelques limitations de ces allongements (§ 1, XII). 

Les Théoremes 1 et 2 (§ 2) fournissent des ćvaluations 
du domaine d’existence des fonctions implicites. 

Le Théoreme 3 (§ 3) évalue le domaine d’existence de la 
transformation inverse d’une transformation donnée. 

Le Théorème 4 (§ 4) évalué le domaine dans lequel une 
transformation uniforme est univalente (cf. la définition dans 

le § 4). 
Le §5 est consacré aux évaluations en question relatives 
aux équations legerement perturbées. 

Les démonstrations s’appuient sur la théorie des équations 
différentielles. J’ai communiqué un cas particulier de ces 
resultats avant la guerre et ceux du présent travail au cours 
des seances mathćmatiques en conspiration pendant la guerre. 

La définition géométrique des allongements ($1, XIX) 
suggére une extension des thćoremes 1—4 au cas des fonctions 
implicites dans les espaces vectoriels, normés et complets 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 6 
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de BANACH!). Sur ce terrain les démonstrations peuvent 
étre effectuées par une méthode plus élémentaire. 


§ 1. Allongements inférieur et supérieur d'une suite 
de fonctions. 

La définition de ces notions et leurs propriétés seront étroi- 
tement lićes avec la notion des valeurs caractéristiques des 
formes hermitiennes (dans le cas des variables complexes) 
et des formes quadratiques (dans le cas des variables réelles). 
Soit 


pp 
(1,1) Q= > D aap tabs 
a/1 8/1 


une forme hermitienne des variables complexes §&,,...,&, dont 


les coefficients fixes satisfont aux relations 
dag = Aga “aN, 


En appliquant à la forme Q une transformation unitaire 3) 


p 
(1,2) Ea = D Cayny (a=1,...; p) 
y.1 


on obtient la forme hermitienne 
p p 


(1,3) R= D © Ayo nyrja 
y1 di 
où 
(1,4) Ayo — b. ke Cay-C80) Axo =Ay 
« 8 
et on aura 


(1,5) 2dśalizat koali: 
a > 


1) Les résultats en question ont été communiqués au cour de la séance 
du 2. VII. 1946 de la Société Polon. de Math. (section de Cracovie) et le 
13. XIT. 1946 au Congrès de Wroctaw. Ils seront publiés dans un autre 
periodique. 


2) b—y—iu désigne le nombre complexe conjugué avec b=y+iw. 
3) On a, conformément 4 la definition de la transformation unitaire, 


la relation X’ cay Cas =da: OU da. = 0 pour a Le et daa= 1. 
a 
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Les polynomes caractćristiques des formes Q et R sont 
identiques c. àd. 


(1,6) Det (aag— bap 8) = Det (A ag — dap 8) 
pour toutes les valeurs de s. En particulier 
(1,7) Dét (aag) = Dét (Aaa). 
Les équations caractéristiques de Q et R, c.-à-d. les équations 
(1,8) Dét (aag — dag S) = 0 
(1,9) Dét (Aag — ag $) = 0, 


possèdent les mêmes racines #,,...,8p dites valeurs caractéri- 
stiques de Q et de R. On peut choisir la transformation unitaire 
de façon que l’on ait 


(1,10) Aag = 0 pour a +, 


c.-à-d. de façon que R soit canonique 4). On aura dans ce cas 


p p 
(1,11) R DAN > ME foals 
a 1 a.l 


où les Aaa sont réels (car Aga= Aua). 


Nous nous servirpns, dans la suite, des suivantes propriétés, 
bien connues, des formes hermitiennes qui sont *évidentes 
au cas des formes canoniques et s'étendent au cas général 
grace à Vinvariance du polynôme caractéristique et de lex- 
pression (1,5) relativement aux transformations unitaires. 

l. La forme hermitienne prend exclusivement des valeurs 
réelles. 

Il. Toutes ses valeurs caractéristiques sont réelles. On 
peut donc les ranger en une suite croissante 


(1,12) 81 <= So € «0 K Sp 
4) Cf. p. ex. O. Schreier und E. Sperner, Einführung in die ana- 
lytische Geometrie und Algebra, t. 2 (Leipzig 1935), p. 100. 
6* 
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III. En désignant par m et M respectivement le minimum 
et le maximum de la forme @ (cf. 1,1) sur la sphère 


(1,13) DIESE 

et par m et M le minimum et le maximum de la fonction 
(1,14) STER 

envisagée pour les points {&,} satisfaisant à l'inégalité 
(1,15) Y élo 

on a 

(1,16) m= M= So; M=M=s,. 


IV. La condition nécessaire et suffisante pour que 
(1,17) yS4 ' 


consiste en ce que l’inégalité 
(1,18) y D léalP <Q 


ait lieu pour tous les {e} complexes ou bien pour tous les {£,} 
de la sphere (1,13). 


V. 
(1,19) Det (dag) == 81) $ą «+ Sp. 


VI. Dans le cas des coeffitients aag et des points {£a} 
réels on peut envisager la forme quadratique 


(1,20) Q — an > dag ba bas (dag i dag). 
a À 

En appliquant à cette forme une transformation ortho- 
gonale convenable on obtiendra une forme canonique 
Rea X aza(éa)*. 

Les propriétés I—V restent vraies relativement aux formes 
quadratiques réelles même au cas où l’on suppose que le point 
variable {éa} soit réel. 
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VII. Forme métrique et Vallongement inférieur et supérieur 
d'une suite des fonctions. 


Soit 
(1320) Mages Ut Vi PRBI! M, 14) Vy) 


une suite de fonctions (réelles ou complexes) possédant des 
dérivées partielles continues du premier ordre dans un ensemble 
ouvert A des variables (respectivement réelles ou complexes) 
Wry sg Up; Vis Vg: 

Considérons la transformation auxiliaire 


(1,22) D Au" eet ee ey) (= 1,..., n). 


Considérons les variables vg comme fixes (ou plutót comme 
paramètres) et construisons les formes différentielles ‘inéaires 


(1,23) dw'= X gi du, 5) (i=1,...,ń) 


a 


et la forme hermitienne 


> |dw,| > > dw, dw, = 2 2 2 Tue Ve du, „du, „du, 


(1,24) 2! 


Cette forme sera dite forme métrique de la suite des fonc- 
tions (1,21) relative aux variables u,..., Up. 

En remplaçant les differentielles du, par $g nous écrirons 
cette forme de la façon suivante 


am ISA f-S Son 
i a 

ou 

(1,26) agua, 09) = IIIa ag = Ugg - 


| agi 
5) Nous désignons par din, la dérivée partielle L. 
«a 
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On a 
(1,27) S > 0 


et, par suite, les racines caractéristiques de cette forme, c.-a-d. 
les racines de l’équation 


(1,28) Det (dag — bags) = 0 
sont non négatives (cf. III) 
(1,29) 0 Safi. VINS Sa My «4059, Va) Goa Spa) 


Les nombres 
(1,30) allu(g; Uis., Upy Viz- Va) = Vs, (Un, Vy) 


(1,31) all, (95 yy se» y Ups Vyy--+5 Vg) = Vaste, VQ) 


seront appelles respectivement allongement inferieur et supe- 
rieur au point (,,..., vg) de la suite (1,21), relatifs aux variables 
aby). 45, Up *)- 

On définit pareillement les allongements relatifs aux va- 
riables 0,..., gs 


(1,32) allo (g; Uy) +++) Dg); all, (g; Uy) +++) Va): 


En vertu de III, IV et V on a les propriétés suivantes: 
VIII. En désignant par m et M respectivement le mini- 
mum et le maximum de la forme S (cf. 1,25) sur la sphere 
(1,13) et par m et M le minimum et le maximum de la fonetion 
U 
5? 5 


ì 
Z 


«| 


envisagée pour les points fć.) satisfaisant à l'inégalité (1,15) 
on a 


(1,33) ; all, (g; Mqy 009 Va) = Vn z Von, 
(1,34) ally (G3 14, -1., 09) VM =)". 


8) V. plus loins (p. 96, XIX) une définition géométriques des deux 
allongements. 
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1X. Considérons les systemes des conditions 


(1,35) Ae M ee ce E + 
(1,36) Me = D Gi, baht 51,11, 0), Zle, ?=1. 


Les allongements all,(g; W4;-::; Vq) et allu(g; Wris... V4) sont 
égaux respectivement au minimum et au maximum de la 
fonction 


(1,37) 


envisagée pour les {fx} et {yı} satisfaisant a la condition (1,35) 
ou bien a la condition (1,36). 
La condition nécessaire et suffisante pour que l’on ait 


(1,38) y <allu(g; Uis., dg) 

consiste en ce que l’on ait 

(1,39) VOTE <VY mf 

pour tous les {£}, {n;} satisfaisant a (1,35) ou à (1,36). 
La condition nécessaire et suffisante pour que l’on ait 

(1,40) all „(9 Wyss, Va) < Ô 


consiste en ce que l’on ait 


(1,41) VS Tm < 6VS Eef 


- 
= = 
Ša | 


pour tous les {$e}, {7;} satisfaisant a (1,35) ou bien a (1,36). 


1X bis. Supposons que les fonctions (1,21) (réelles au 
complexes des variables réelles au complexes) possedent des 
dérivées partielles continues du premier ordre dans un ensemble 
ouvert et convere A et que, dans cet ensemble, on ait l’iné- 
galité 
all, (g; Univ) kg co. 
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Ceci étant admis on a pour deux points quelconques de 


A des coordonnées (%,...) Upy yy; Ug) Eb (Use, Upy 13 1, Va) 
l'inégalité 


meme =, NS à n 
Vs | g! (ui, 22. y Up; Vigeesy Vq) EI a Up tI Pa) e < 


< e| À [ro — vl, 


c.-à-d. la suite (1,21) satisfait, relativement aux variables 
Dis. Va A la condition de LIPSCHITZ avec la constante È. 


Posons, en effet, 


pitt) = g' (Urs «003 Up; v, = thti t) s Va e t (v — Vq))- 
On a 
it) = X gi, (try 3 Da + Eta —Vq)) (Up — Ve) 
done en raison de IX (cf. 1,40) et (1,41)) 
VE pit P <b PALETTE 

En posant oy(t) = gy(t) + ip/t) (ou g, et y; sont réelles) on 

aura pi y; +ig; et, par suite, 
VS opt)? + [pyt P < kV/Y|vs— val. 
] 7 

Considérons, dans l’espace réel a 2n dimensions la courbe 

Bi Pi(t), Ti = (t). Comme la longuer de l'arc joignant deux 


points ne peut pas être plus petite que la longueur de sa corde 
on aura 


VN | guy, 11, Dg) — GU May oo $ va) = PS ip) — p40) |? = 
i 
=VY GAD — 60)? - (6/1) —6,(0) )2] < 
<f VS (lity? + POP} dt < kV D lva — tel? 
c. q. f. d. 


X. On a (cf. 1,26) 
(1,42) 8189 + Sp = Det (itag). 


FONCTIONS IMPLICITES 89 


Au cas p=n on a 


Det (0a;) = Det (di a )= 
(1,43) 4 
= Det (gi Al: - Det (gi ) - | Det (g oe 


La condition nécessaire et suffisante pour que 
(1,44) Det (gi tao 
consiste donc en ce que (cf. 1,29 et 1,30) 
(1,45) all, (g; My 00. 


En vertu de VI on obtient la propriéte suivante: 


XI. Dans le cas des foncticns g' (cf. 1,21) et des variables 
(U1;..., Vg) réelles les propriétés VIII et IX restent vraies ou 
cas où l’on suppose que les variables {éx} et {7} soient réelles. 


XII. Une limitation de l'allongement supérieur et inférieur. 
On a les inégalités 


(1,16) all ulg; Us. a Vo) IS IBBY PAC thy pa 


VDet Aag 


r FRS n—1 
(PSS al gi, | 


(1,47) all, (g; Ugy 211 Ug) > 


où aa; est défini par (1,26). 


Dans le cas n=p on a 
| Det gź | 


n=î 
AC 


; Uy) 2 S 
(PE Ar 
æji 


Supposons, en effet, que les fć,) et {7} satisfassent a la 
condition (1,35). On aura, en raison de l’inégalité de LAGRANGE 


lm SL 19,11 Fel * AIA 


VY [mil <VS 2 PAL NE 


(1,18) all, (9; bs TELE 


= 


È 
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d’ou il résulte (1,46) en vertu de IX (cf. 1,41). On a en vertu 
de (1,42) 
81 So... 8p = Det (dug) 


et, par suite, en raison de (1,30) et (1,31) 
(1,49) [alle (9;...)}? [all (95..-)}° (©! > Det (aag) 


d’où résulte (1,47) en vertu de (1,46). L’inégalité (1,47), entraîne 
(1,48) en raison de (1,43). 


XIII. On a 
(1,50) Vi AUHUTE TEAL 


Posons en effet 44 = dag dans les relations (1,35) et substi- 
tuons les {é,} et {ņı} ainsi obtenus dans l'expression (1,37). 


Cette expression ne pouvant pas dépasser all,(g,...) on obtient 
Pinégalité (1,40). 


XIV. Supposons que 


(1,51) all, (9; Uis., V) >w >O, 

(1,52) al (dra s, ŻA < Q, 
p 

(1,53) Sgt & + Sg! 0,=0. 
a lee é fn og ; 


Nous affirmons que 
ol/ « 
(1,54) VS. “= <2} Y lôa l. 
PA m 1 


Posons en effet 


— Wal 
WA. Su, wa 


En vertu de (1,53) il en viendra 


a 2 Io, Bp” 
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Ces dernieres relations rapprochées respectivement de (1,51) 
et de (1,52) donnent en vertu de IX (1,39 et 1,41) 


oVS EP <VE [nF 
a l 
VS TuP < 2VS TGF, 
i a 
ce qui entraine (1,54). 
XV. A cótć de la suite (1,21) considérons la suite 
h’ ig e Up; Vq9+--5 Ug), JUG) (U... 3 Up; Vis. Va) 
et supposons que ces fonctions possèdent dans À des dérivées 


partielles continues du premier ordre. 
Considérons en outre la suite 


1 1 ` 

G' (Uis 22. > Vg) + A (Ugs. Dhs, Y (Uy eee Va) + AUS Va). 

Ceci étant admis, on aura, entre les allongement de ces 
trois suites, les relations suivantes 


(1,55) all (g-+ h; un-s 09) £ alla(gs...) + all (A; .….), 
(1,56) all,(9 + hj...) > allu(g;...) — all„(h;...). 
Considérons, pour le prouver, les expressions 


B=D gt Ep (i=1,..,%) 


Ô; = Pi +- y= È (9a, -L hi) Sa late) 
où Dy | Es]? > 0. 


as > VEDE LISTA STE? 
| VTE VSR VRP 
PILI FETE 


(1,58) TK AE + VETERE LE POE È 


7) Envisageons dans l’espace complexe les points B=(fy,...,8n); 
C= (— yr» — yn), £ =(0,..., 0) et désignons par o(X, Y)= Va|zi— vi? la 
distance des points X= (2,,..., n) et Y = (y,,...,yn). Les inégalités (1,57) . 
et (1,58) résultent immediatement des inégalités bien connues 


e(B,C)<e(B, 2) + 0(2,C); o(B,2)—e(C,2) Ko(B,C). 
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Choisissons, ce qui est possible en raison de IX, les È, de 
facon que l’on ait 


> [Of = 


om! 


de lo 
- |" 
Set i 


ISTE? 


En raison de IX et (1,57) il en viendra que 


ali, (9-+-h;1.) < CoP VS Tn? Lm 


Choisissons maintenant les É, de facon que l’on ait 


BE Nof 


> 
~ = 
Ea |? . 


En s'appuyant sur (1,58) et sur IX on en déduira l’iné- 
galité (1,56). 


XVI. Considćrons deux suites de fonctions 


(Vs +++ Yn) (i Rossa. 86) 


Hei One NR. Srm 


qui possèdent des derivees partielles continues dans les ensem- 
bles ouverts A et B de l’espace complexe ou réel. Supposons 
que, pour certains points (x,,..., Tn) et (Yyy... Yn) ON alt 


(1,59) DS gi =o, (1,4=1,.., 2). 


Ceci étant admis, on a, en ces points, les égalités 


= 1 
(1,60) ally(f3 Vs +: Yn) all, (95 24... , Zn) ? 
l 
(1,61) ally(f; Yis- Yn) 


all, (p; Myy 111 y Un) ' 
Il résulte en effet de (1,59) que 
Det (fi )- Det (pi, ) = 1 
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et que les deux systemes d’équations 


(1,62) ZII (i=1,..., N) 
J 
(1,63) N; 29.8 (i=1,..., R) 


x 


sont équivalents. Pour les solutions quelconques &,,..., Nn de 
ces systemes les inégalités 


(1,64) i, 
(1,65) AL 


ne peuvent avoir lieu qu’a la fois. 
La fonction 

STE 

ZJ | DI 

Vy [nil 
des variables ¢,,...,%, considérée pour les valeurs remplissant 
le systeme (1.62) et satisfaisant a linćgalitć (1,64) prend la 
valeur maxima „ en un certain point 


~ ~ 


(1,66) a = 
On aura 
VIEPSO, Vy? > 0 
et l’on aura, en vertu de IX 
ali EEE DT EAN 


NET 


VOTER 


La fonction 


considérée pour les valeurs §&,,...,%, satisfaisant a (1,63) et 
(1,65) prendra la valeur minima A évidemment au meme 
point (1,66). On aura done en vertu de IX 


1 
0 = A = À = all, (y; Lyc. DA)" 
o= E | 


Il en 1ésulte immédiatement (1,60). La démonstration de 
(1,61) est toute analogue. 
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XVII. Allongements d'une suite des fonctions complexes 
et de la suite associée des fonctions réelles. 


Soit 
(1,67) (Mg ZPU), nt Ue MD) 
une suite des fonctions complexes dépendant des variables 
complexes #3,..., Up et possédant des dérivées partielles continues 
dans un ensemble ouvert A. 

Désignons par a et a la partie réelle et imaginaire du 
nombre a. On aura 


a=a + ia (a et a réels), 
GI (Uis, Up) =: OU as Up) -+ Gi (Upi Up); 


(1,68) hy MZ: 


Posons 
ki (uy, ...g Up; Ugo. °9 Up) = — “a Sm 4 Us. Up TIP t Up); 
U (Uy, 2.25 Udy Use. ., Up) = Gi(u, + tUyy.0ey Up + Up). 
La suite des fonctions réelles 
(1,69) khale kia a NE, al? 
sera dite associée de la suite (1,67). 
Le point (Uz, Uy, Uo, Us... Up, Up) Sera dit associé du point 
(Uy, Ug,..., Up). 
Désignons par 
ally z my (k, l5 His Wiss Up, Up) 


~ 


all, >) (k, l; ft ETETE Up; Up) 


respectivement l'allongement inférieur et supérieur de la 


a ~~ 


suite (1,69) relatifs a toutes les variables Us, Un; .. «Ue 
Nous affirmons que 
alles =) (%, l; My Use.) = all, (G; 14,.-., Up)s 


(1,70) iz „VU = 
alla sy (hy Us 14, Un...) = Alu (G; Up...) Up). 
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Posons 


Les formes métriques des suites (1,67) et (1,69) seront 
respectivement 


0=7F|FG,-t, 
j o 


9 
- 
? 


È | Z alè j È J 12 
P=Z|Z(6 Ea + Me fa) SVS Eat Uy Fall 


En se servant des identités 


Q P 


CREDIBILE DI 


éd Pai 


` 
da 
~ 
= 
a 


de laquelle résultent immédiatement les relations (1,70) en 
vertu de IX et de XI. 


XVIII. Remarque. Dans le cas ou les fonctions de la 
suite (1,67) dépendent des variables Ha et vg 


Gi — GI (thys sees Up; Vip ono, tą) 


les formules (1,70) subsistent pour les allongements de cette 
suites relatifs aux u. et aux vg (c.-a-d. pour all, (G; 14,..., 09); 


all, (@; w....,09) ete.). 


XIX. Definition geometrique de l’allongement inférieur et 
superteur. 


Supposons, pour simplifier l'écriture, que les fonctions (1,21) 
ne dépendent pas des vg. Elles forment la suite 


(1,71) Una ilip) 
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Formons au moyen de ces fonctions la transformation 
auxiliaire 
(1,72) Mi o) dei 
Posons pour abréger 
Ult 
G(U) = (g'(U),. ., g"(U);, 
ZL, «86 (24, 055 A 
La transformation (1,72) pourra €tre écrite sous la forme 
(1,73) Z= Gv): 


La distance des points A= (ay,..., ag), B= (by,...,b,) d’un 
espace complexe à q dimensions sera désignée par o(4,B) 


Nous supposons que les fonctions complexes ou réelles (1,71) 
possedent des dćrivćes partielles continues dans un ensemble 
ouvert E des points complexes ou reels. 

Soit U= Bau: Up) un point quelconque de E. 

Nous affirmons que 

o(G(V), G(W)) 


(1,74) salle (y; tue ou) moi AT 
© o í G 

(1,75) all, (93 Ux, -.-, Up) = lim sup PEN W 
i yet ya. etl W) 


ou les deuxieumes membres désignent les limites (inférieure 
et supérieure) que l’on obtient lorsque deux points Vet W(V:+ W) 
variant d’une facon quelconque dans E tendent vers JU 8). 


8) Les formules (1,74) et (1,75) pourraient étre envisagées comme 
une définition géométrique de l'allongement inférieur et supérieur. Dans 
le deuxiéine membre de (1,74) et (1,75) intervient le rapport de la distance 
des images G(V) et G(W) des points V et W (par l'intermédiaire de la 
transformation 1,73) & la distance de V et W. Ce rupport représente une 
sorte d’allongement des distances engendré par la transformation (1,73). 
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Démonstration. Considérons la forme métrique S de la 
suite (1,72) pour U=U. Onea 


(1,75 bis) S(é 


in ès p pt 


Désignons par m et M le minimum et le maximum de S 
sur la sphere 
(1,76) >, tL ee. 


On a (ef. 1,33 et 1,34) 


(1,77) Vm = allu(g; 413... Up); 
(1,78) VM = allu(g; ws- , Up). 


Nous ramènerons la démonstration au lemme suivant: 


Lemme. Soient deux suites des points {V}, {W}, tels que 


(1,79)  V=(v.,...,0p)>U; W=(wy,..., wW) >W; VW, 
(1,80) Ja = A |S m 


o(V; W) 


Ceci ćtant admis nous affirmons que: 


(1,81) SEE STE 2 do 
o(V, W) 
où (ce qui est évident) S| é.|?= 
On a 
gi(W)—g'(V) | 


o(G(V), G(W)) _ |/ V 
o(V, W) T | o(V, W) | 
En raison de (1,:5 bis) la démonstration de (1,81) sera 
établie lorsque l’on aura prouvé que 
g (W) )—9( 


|| gg «à U 
o(V, W) | 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 7 


(1,82) 
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Posons, pour un 4 et » fixe, 


v à 4 


v v 4 1° 
p(t) =g'(ty + t(wy — 0504-25 Up + Up dp)). 


On a 


p v I 
g(W)—g(V)| |ol)=o(0)| Sfp tdt] 
1. IR KAWOWE I 


oV W) | o(F,W) o(V, W) 
CS | M (w, + (w, E 01) ...) di | 
fens o(V, W) | 


On voit, en vertu de (1,80) que la relation (1,82) sera établie 
lorsque l’on aura prouvé que 


v T i 
(1,83) f yi LF t(w, — V1); ...) dt — gi (Uis. Up). 
0 


Soit e>0 un nombre quelconque. Pour les indices » suffi- 
samment grands on aura (cf. 1,79) pour tous les ¢ de l'inter- 
valle 0O<t<] 


CAG + t(w,— Va) ++) — gy (May ==> U)| a. 
On a par suite 


1 v v ” 
i m o dà | 
| | Ina (i L t(W,— Vi); +) di — AUS u,) | 


0 


1 v v v 3 í | 
| AG + t(Wy—*7y),...)- Gi, (Mises 4) dt | e 
0 


1 


0 


La relation (1,83) se trouve ainsi établie et la démonstration 
de notre lemme est ainsi terminée. 
Posons (cf. 1,74) 


Ia, Ur t,(w— Va) +) — Ja, (Way +3 u) | dt < e. 


ming O(G(V), G(W)) 
g e (EP), G(W)) 
(1,84) y = lim in eV, W) 
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Choisissons le point (£,,..., én) de façon qu'il satisfasse 
a (1,76) et que Von ait (cf. 1,77) 


S (Ei --- > Ep) = M. 


Choisissons maintenant les suites V et W de façon que 

les relations (1,80) soient satisfaites. En vertu de (1,81) et (1,77) 
il en viendra que 

GW at) => all, (g, Uys saa Up) 

o(V, W) 


d'oit (cf. 1,84) il résulte que 
(1,85) n < allu(g, Way...) Up). 


Choisissons à present les suites V et W de façon que l’on 
ait (cf. 1,84) 


s 


(GV) GW), 
o(V, W) 


En remplacant, au besoin, les suites V et W par les suites 
partielles convenables on aura les relations (1,80) où (é1,..., Ep) 
est un certain point satisfaisant a (1,76). En raison de (1,81), 
(1,77) et de la définition de m on a 


n=VS(E,...,&) 2Vm = all,(g, u ,..., up). 
Cette relation, rapprochée de (1,85), donne 
n= alu(g, U... , Up) 


et la relation (1,74) se trouve ainsi ćtablie (cf. 1,84). 


On ćtablit, dans une voie pareille, la relation (1,75). 
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$ 2. Limitation du domaine existence des fonctions 
implicites. 


Théoreme 1. Supposons que les fonctions (réelles ou 
complexes) 


(2,1) F (Eas Yj), P(Tay YU), Fes Yj) *) 


possédent les dérivées partielles continues du premier ordre 
(2,2) JE a Yjh fy, (2 a) U) (B= 1,..., p, k=1,...,m) 
continues dans l’ensemble L des variables (réelles ou com- 
plexes) 24,..., Lp, Vs... Yn) défini par les inégalités 19) 


p 
fe Ta We i <?r< + 00, 
(2,3) j a (ensemble L) 
S |y — |< OO 
ji 


et que l’on ait 
(2,4) l'a Dy = OY =). 


Nous supposons ensuite qu’il existe deux nombres réels 
fixes et finis Q et w(w>0) tels que l'allongement supérieur 
(relatif à 7,,... £p) et l'allongement inférieur !) (relatif a yy, ++; Yn) 
de la suite (2,1) remplissent, dans Z, les inégalités 


(2,5) all, (f; Las Yj) <Q (dans Z), 
(2,6) all,(f; Lay Y) > © > 0 (dans L). 
Envisageons le systeme de ćquations 


(2,7) fi(@ar y)=0  (1=1,...,n). 


Z = ——-—— — 


®) Nous écrirons ff(za, yj) au lieu de fi(24,..., Tp, Y1,-.., Yn). 

10) Nous nous bornons au cas où les fonctions fi sont définies exclusi- 
vement dans l’ensemble L. Dans le cas contraire on remplacerait les fi par 
les nouvelles fonctions F'i(ra, yj) définies exclusivement dans L et telles 
que l’on ait Fis fi dans L. 

11) Cf. $ 1, VII, page 86 (definition analytique de ces allongements) et 
$ 1, XIX, page 96 (leur définition géométrique). 
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Ceci etant admis il existe une suite de fonctions 
(2,8) ita) (E= lyse %) 13) 


qui 


19) sont continues dans la sphere 


Jw" 
+ 2 
(2,9) [> E? — ag <0 
BA 
ou 
(2,10) o = minimum (15 R) 3), 


20) remplissent les conditions 
(2,11) Pilaa) = dj (7=1,..., n), 


30) remplissent dans la sphere (2,9) identiquement les 
ćquations 


(2,12) f'(a, (£a) = 0, (i= 1,..., n). 


I] existe un système unique des fonctions gi(£a) satisfaisant 
aux conditions 1°), 2°) et 3°). Elles possèdent les dérivées par- 
tielles du premier ordre continues dans la sphere (2,9) et 
elles y remplissent les inégalités 


= Qu 
(2,13) ale (F3 2,2) | 
(2,13 bis) VS 4, (arg) |) <= (8=1,-.., p). 
= |» 


12) Nous écriruns, comme précédemment g/(ra) au lieu de gi(-4,..., Tp). 
ere 

13) Dans le cas 2=0 le symbole ü désigne + x et dans ce cas on 

ao=r. | 


14) Le premier membre de cette inégalité désigne l'allongement su- 
périeur de la suite (2.8). 
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Pour deux points quelconques (£y,...,%p)(£y,...,%,) de la 
sphere (2,9) on a 


(2,14) Pie Va) — PÎ (Da) | 


L'idée dircctrire de la dómonstratiou. 


Supposons qu'il existe une suite des fonctions (2,8) satis- 
faisant aux conditions du théorème. Soit {xx} un point de 
la sphere (2,9). Introduisons dans les premiers membres de 
l’idendité (2,12) la substitution 

La = da Hillam íta) 
et posons 
Yit) = (aa + t(La — da)). 
En différentiant cette identité on obtiendra 


* zj i dyy(1) 
| » PAGE - 1(2a — da), Yy( M  ” 
(2,16) yy(0) = bj, 
(2,15) yj(1) = p (Ta). 


La démonstration consistera à suivre la voie inverse. On 
cherchera une solution y;(t) du système d'équations différen- 
tielles (2,15) satisfaisant à la condition initiale (2,16) et on 
définira les fonctions g/ par les formules (2,17). On prouvera 
qu’elles remplissent les conditions de notre théorème. 

Démonstration. (Cas des variables et fonetions réelles). 

1. En vertu de (2,6) et de la propriété X (cf. 1,44 et 1,15) 
on a dans L linégalité 
(2,18) Det(f4,) + 0. 


II. Supposons que pour tout t d’un intervalle 


(2,19) y<t<d 
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1°) les fonctions za(t), y(t), H(t) (a=1,...,p; J =1,..., n) 
soient continues, 


2°) les points variables 


tTa(t), yj(t)} 1°) et {xa(t), Y(t)? 


appartiennent à l’ensemble L (cf. 2,3), 


3°) (2,20) fi(La(t), y;(t)) = f'(£alt), yi(t)), (2 ra la n) 


+) (2,21) ur owy) (G= 41,1., n). 
Nous affirmons que, dans l’intervalle (2,19), on a 
(2,22) Ylt) = y(t), (J =1,..., 2). 


Supposons, en effet, que pour un t de l’intervalle (2,19) 
le système d’égalités (2,22) n’ait pas lieu et désignons par 7 
la borne inférieure de tels ¢ exceptionnels. On a 


(2,23) y(t) =y) (f=1,..., n) 
et il existe une suite de nombres t, tels que y ST < t< P, ty>t, 
(2,24) 2 Fite) — lt)? > 0. 

j 


On aura 
0 = f' (Talte), lt) — f'(Ta lto), yj(tv)) = 


> fu, (Pall), yj; (ty) = Ü, (Jille) our yj(ty)) p (J (to) — yj(tv)), 


xil 


Od, <l, 
d’où, en raison de (2,24) 
Det (fi (Galt), ys(to) + B.(7;(t) — v(t.) = 0 
et à la limite (cf. 2,23) 
Det (fi (Ta(T),y,(T)) = 0 


contrairement a (2,18). 


15) Nous désignons ainsi le point des coordonnées 
(x(t), .... Fp(l). Vi (t), dii Yn(t)). 
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III. Il existe au plus un système de fonctions gi(£æ) con- 
tinues dans la sphère (2,9) et remplissant les conditions (2,11) 
et (2,12). 

Soient, en effet, g/(x.) et g/(ra) deux systèmes de telle 
sorte et soit {xx} un point quelconque de la sphere (2,9). Il 
suffira de prouver que 


(2,25) Pi(La) =P (Ta) (J=51,...,0). 

Posons, à cet effet, pour y=0 <t <1=6, La(t)—= ax tll a— ta), 
yi (t) =gp(za(t)), Filt) =p (Valt). 

On aura y/(0) =y,(0) = gpi (aa) = pi (aa) = bj. 

La condition (2,20) sera satisfaite en raison de (2,12). On 
aura done ¥,(t)=y,(t) (0<t<1) et en particulier y;(1) = y/(1), 
d’ou résulte (2,25). 

L’unicité des fonctions g(x.) étant ainsi établie, nous 
passons a la démonstration de leur existence conformément 
à l’idée directrice présentée au commencement. 


IV. Soit {ža} un point de la sphère (2,9) 
(2,26) | D'(E— a) <o = min n r). 


Envisageons (autrement que dans la formule 2,15) le sy- 
steme suivant des équations numériques (et non pas différen- 
tielles) 


Sf (da + t(Ba— aa), yy) (Za — ag) + 
HN fl (aa + (Fa — aa), Yj) pk =O (È= 1,...,0). 
k 


Dans les premiers membres de ce systeme figurent des 
fonctions qui sont bien déterminées dans l’ensemble ouvert 


des points ft, Yj}, pj} 


| | 26) 
t|Lyr == 
(2,28) | VS Za — aa)? 
| \ui<£, 
(2,29) Dis. Pn quelconques. 


= ———— 


d r a 
16) Nous posons © = + © lorsque Y (za—a,)3 = 0. 


DI (Ta — da)? 
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En vertu de (2,18) le système (2,27) pourra être résolu 
en p; pour tous les {t, yj} de l’ensemble (2,28). Cette solution 
sera de la forme 


(2,30) P; = P(t, Yr, Ža) (J=1,..., n) 


et les fonctions gi seront continues dans l’ensemble (2,28). 
Les systemes d’équations numériques (2,27) et (2,30) sont 
équivalents. On aura dans l’ensemble (2,28) les identites 


ZK (ax + t(Fa— ae), Yj) (Zg — ay) + 
(3591) i P4; (Qa — t (Ta — Aa), Yj) gi (t, Yks Le) 50, 


(lr) 


Ce système d’identités rapproché de (2,5) et (2,6) conduit, 
en vertu de la propriété XIV du 31 a l’inégalité 


pz m 
J 


qui est valable dans l'ensemble (2,28). 


= Ara Q 
2,82) |/ Stat, wo BIE <G X E a< Ged 
r 


V. Introduisons maintenant les deux systemes d’équations 
différentielles 


À log (ax + (Ea — ax), Ya(t)) (Ta — as) + 


~B 
à 9: dyj(t) 
(2,33) (Shy (a, + (Fa — aa), Ya(t)) i = 
(1=1,..., 8), 
dy;,(t a 
(2,34) „U = P(t, y(t), Te) (J = 1;...,%). 


Ces deux systèmes sont évidemment équivalents. Le long 
de chaque intégrale du systéme (2,33) ou (2,34) on a 


(2,35) Siac + Ha — Qa), yz(t)) = () a (2 = La. n) 


17) En effet: en effectuant la différentiation du premier membre de 
(2.35) on obtient le premier membre de (2.33). 
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et par suite 


(2,36) I (da -+ t(Ta — Aa), yz (t)) ~ const. 
VI. Soit 
(2,37) Ya= Yalt) (k= 1,..., n) 


une intégrale quelconque du système (2,33) (ou, ce qui revient 
au meme, du système 2,34), telle que 


(2,38) yz(0) = bę. 


Nous affirmons que cette intégrale peut être prolongée 
de facon qu'elle existe dans l'intervalle 


1) 
(2,39 0 < t< = 
i ) VY (Za — aa)? 


et, à plus forte raison (cf. 2,26), dans l'intervalle 
(2,40) a a 


On sait que Pintćgrale (2,37) peut être prolongée à un 
intervalle 


(DATE. ogt<T 


de façon quelle tende vers la frontière de Pensemble (2,28), 
o 
| vi A aa)? 


Supposons, pour une dćmonstration par Piadośsibie, que 


lorsque £>T 18), Il suffit de prouver que 7 


0 
2,42 5 
(2,42) FE 
La longueur de la corde d’un are étant au plus égale à la 
longueur de cet arc on aura pour tous les £ de l'intervalle (2,41) 
(cf. (2,34), (2,32), (2,42), (2,10)) 


18) Cf. E. Kamke, Differentialgleichungen reeller Funktionen (Leipzig 
1930), p. 135, Satz. 2. I] faut tenir compte de ce que les fonctions gj in- 
tervenant dans (2,31) sont définies et continues dans l’ensemble (2,28). 
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V5 (yilt) — bi)? |/ 2 (Y(t) — yi(0))? 


: dy IR 2 
Wa 
0 


Ql/a VS 3 g'i 
we DE a — la)? <T< > ( a — la) = U<o—<k. 


UJ 


On a donc pour les ¢ de l’intervalle (2,41) (cf. 2,42 et 2,10) 


> (Ta re Ga] P 


d’ou il résulte que Vintégrale (2,37) ne peut pas tendre vers 
la frontière de l’ensemble (2,28) lorsque t >T, ce qui constitue 
une contradiction. Cas où Za = a est plus facile car alors 
gi= 0 (cf. 2,31). 


VII. Nous affirmons que par tout point t=y, Yx=% 
de l’ensemble (2,28) il passe une intégrale unique du système 
(2,33) (ou 2,34). 

Soient, en effet, y,—y,(t) et y, — yx(t) deux intégrales d'une 
telle sorte qui sont valables dans un intervalle (2,19). Elles 
vérifient les relations (2,21). Les deux intégrales vérifient 
dans (2,19) Videntité (2,36) avec les mêmes constantes (en 
raison de (2,21). Elle vérifient, par suite, les relations (2,20) 
et, en vertu de la proposition II (insérée a la présente démon- 
stration), aussi les identités (2,22) dans l’intervalle (2,19), ce 
qui termine la démonstration de l’unicité. 


VIII. Nous désignons par 
(2,43) yi = Ob, T, Np Za) (1=1,..., 2) 
l'unique intégrale du système (2,33) (ou 2,34) passant par le 
point t= 7, y= n; de l’ensemble (2,23). L’intervalle maximal 
de l’existence de cette intégrale sera de la forme 


Ć 14) A(t, nj, D 6 Njy Ta) !°). 


18) Cet intervalle sera Ot car l'intégrale (2,43) tend vers la fron- 
tière de l’ensemble ouvert (2,28) lorsque t tend vers A on B et le point ini- 
tial (z, 7,) appartient à l’ensemble (2,28). 
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Or en vertu de l’unicité en question et de la continuité 
des fonctions g/ (intervenant dans 2,34) les fonctions y' sont 
continues 2°) dans l’ensemble Z des points ou elles sont défi- 
nies c.-à-d. dans l’ensemble défini par les inégalités 


rn oo, . 
VO (EL — a 0, BYCIE b)ż<R, |r|< 


A(t, ny, Ea) <t < B(T, nj Za). 


On a évidemment pour les points {t,7;} apartenant a len- 
semble (2,28) les identités 


(2,45) y(t, T, yy Za) = Ni. 
Or Vintégrale 
(2,46) yi = yl(t, O, bz, Ta) 
passe par le point t= 0, y, = b, done 
(2,46 bis) y/(0, 0, bxs Za) = by. 
On a done en vertu de (2,36) ct (2,4) 
f'(aa — (Ta — da), yl (t, O, Dx, Za)) = f' (aa, bj) = 0 


dans l'intervalle dans lequei l’intégrale (2,46) existe. Mais 
cette intégrale existe dans les intervalles (2,39) et (2,10) et 
en particulier pour ¢--1. On a done 


(2,47) f! (Fa, PU, 0, by, Za) = 0 


pour tous les (Fa) de la sphere (2,9) (ct. 2,26). Nous prouverons 
que 


(2,48) yl (1, 0, be, da) = bj. 
En effet, la suite des fonctions 


Yj = yi (t, 0, bx, Ae) 


20) E. Kamke, Differentialgleichungen reeller Funktionen (Leipzig 1930) 
p. 150, Satz 4. 


FONCTIONS IMPLICITES 109 


constitue la solutton du systenie (2,33) correspondant aux 
valeurs Za = da C.-a.-d. du système 


d’où il résulte (cf. 2,18) que = = 0, y;(t)= const et par 


suite 
y(t, 0, b,, da) = yl (0, 0, bx, da) vi bj. 


En y posant { — 1 on en obtient (2,18). 
Remplacons les z, par z, et posons 


gilla) = Y1, 0,5, Ta). 


Les fonctions o (£a) sont continues dans la sphere (2,9) 
(en vertu de la continuité des fonctions 2,13) et elles y remplissent 
(cf. 2,47 et 2,48) les relations 


(Las PÂTa)) = 0, gilaa) = bj 


c.-a.-d. les relations (2,11) et (2,12). La premiere partie de 
notre théorème se trouve ainsi établie. 


IX. Le fait que les fonctions (£a) possèdent, dans la 
sphère (2,9) les dérivées partielles continues du premier ordre 
peut être établi dans la voie classique insérée dans tous les 
Cours d’analyse. 


X. Nous procédons a la démonstration de (2,13), (2,13 bis) 
et (2,14). p 
Posons 


(2,49) "; > 


a 


gp! 


On a 
. 2 \' i j ZA. 
be. T Fd 1 Pra ngi 


et, par suite, 
È fiata + Shi, y= 0- 


a 
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En raison de (2,5) et (2,6) on en obtiendra en s’appuyant 
sur la proposition XIV du § 1 


* È E 
Va M So /> [Fall 


Cette inégalité étant juste pour tous les {&., 7} remplissant 
(2,49), on en déduira (2,13) en faisant appel au § 1, IX (cf. 1,40 
et 1,41). 

L’inégalité (2,13) entraîne (2,13 bis) et (2,14) respectivement 
en vertu du $ 1, XIII et du § 1, IX bis. 


Cas des fonetions et variables complexes. 


XI. Supposons maintenant que les variables xa, yj et les 
fonctions f! soient complexes. Nous ramenerons ce cas au cas 
des fonctions et variables réelles en remplacant les fonctions (2,1) 
par les fonctions réelles associées (cf. § 1, XVII, page 95). 

Posons 
. (2,50) L= n + tha, Y;= Yj + iy) 

(2,01) Hea, Yj) > files Vas Yj Yj) — 4I l Las Lay Vy, Yi) 
` fe he € rw m. CF , 
OÙ Ta; Lay Yj, Yj fi, I! sont réelles. 

L'ensemble L (ef. 2,3) passera en lensemble L, suivant 

X [(ra— aa)? + (La da] <r? | 


((4 


È a YVO (ensemble a). 
Yii bp + Owa R 


i 


* 


On aura en vertu de (2,4) 
f! (Ge, Ody dj by) = 0, Silta, 0 0j 0)= 0. 
Envisageons la suite associée de la suite (2,1) 
P (ay Lay Yip VT) PO. 
Ces fonctions possèdent les dérivées partielles du premier 
ordre continues dans L,. Les allongements extrémaux de cette 
suite relatifs respectivement aux variables £, Lis... £p, Tp et 
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Yr) Vas dea Yn seront les mêmes que les allongements correspon- 
dants de la suite (2,1) (ef. $1, XVII). On aura done dans Z, 


e. 


(2,52) mi ję = Da, Y fy Yyj)<L O, 
all; Cha PO ces Lay Yi, Y)> ae OF 


Or notre theoreme étant juste dans le cas des variables 
réelles, pour le système d’équations 


A A ~ GU A ~ - 


(Ta, Lay Yj, Yi) = = 0, (Du, Ley Yj, yj) = 0, 


il existe une suite de fonctions 


a a ~ ~ a ~ 


(2,53) Q'(Lay Ta), P'(Te, ©) (7 =1,..., n) 


qui sont continues dans la sphere 
(2,54) > [lg — ag)? + (tg — ap)?]-< 0° 


(ou o a la valeur 2,10) et y remplissent identiquement les 
équations 
(2,55) fi (Ley Lay pi, gl) =O, Î (Lay Lay Dh pl) =0, 
(2,56) ea 0, Pillada) = 0. 
I] existe un systeme unique de telles fonctions gi et pl, 


Il est évident que les fonctions complexes 
(2,57) ql(aq) = Gl (a + iLa) = P (La, Te) + i Pi (@ay La) 


constituent le systeme unique des fonctions continues dans 
la sphere (2,9) qui y satisfont aux conditions (2,11) et (2,12). 

Nous démontrerons que les fonctions g/ possèdent les 
dérivées particlles continues du premier ordre relativement 
aux variables complexes fra). Il suffit de prouver, à cet effet, 
les relations de CAUCHY - RIEMANN 


, 
È 


| 


Q 
Q 
à 
Q) 
Qb’ 
~ 
©) | ©) 
<> 
_* 


(2,58) 


a > 
Si 
laj 
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On a, en vertu de (2,55), les identitćs 


f+ (Gw us Fs p) + Sie Sh pa = 0, 


uj m VJ 
J 


(2,59) 


al ” 
muri F2 f- © n 3 PTE = (0), 
5 


En sappuyant sur la proposition X du $1, page 99 on 
déduit de (2,52) l’inégalite 


i, Tę 
(2,60) Det | > Met | + 0 21). 
i w” "Wj 


Or les fonctions complexes f'(ca, Y) étant analytiques 
(parce qu’elles possedent les dérivées partielles continues du 
premier ordre) les fonctions f! et f' vérifient les conditions 
de CAUCHY - RIEMANN 
l 
uj 


fs =fr , je =—Te Í 


En retranchant les deux premières identites (2,59) l’une 
de l’autre et en ajoutant les deux dernières on obtient, par 
conséquent, les identités 

at PATES ry) i Yizo; | ry dolio 

i 

y= aj ~j ~ mi ~j aj +. 

PAN Ee + 21,4 t xy) h 

j j 
pour 4 =1,...,n. En raison de (2,60) on en déduit les relations 
(2,58). Les fonctions q/(x.) (cf. 2,57) possèdent done les déri- 
vées partielles continues du premier ordre relativement aux 
variables complexes {xx}. Elles sont, par suite, analytiques. 


21) Ce déterminant contient 2n lignes et 2n colonnes. 
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La démonstration de la premiere partie de notre théoreme 
étant ainsi établie, il reste a établir les inégalités (2,13), (2,13 a) 
et (2,14), ce qui pourra étre effectué par textuellement le méme 
raisonnement que celui qui a été developpé dans l’alinéa X 
du présent paragraphe (cf. p. 110). 


Théorème 2° Gardons toutes les prémisses du Théorème 1 
(p. 101) à Vexception des inégalités (2,5) et (2,6). Supposons, 
en revange, que, pour certains nombres fixes, 6,y et à sub- 
sistent, dans l’ensemble (2,3), les inégalités 


| Det ył >B>0, 


Sater, SS hess. 
i j i a 
Posons 
(2,62) m = aes Q=V56. 
n— b 
(Vy) 


Nous affirmons que les inégalités (2,5) et (2,6) aurons lieu 
dans l’ensemble (2,3) pour ces valeurs de w et © et que, par 
suite, la thése du théoréme 1 sera juste pour les valeurs de w 
et 2 définies par (2,62) *). 

La demonstration est immediate en vertu de la proposi- 
tion XII du $ 1, page 90. 


§ 3. Evaluation du domaine d'existence des transforma- 
tions inverses réelles ou complexes. 


Théoréme 3. Considérons la transformation 
(3.1) Diy E Yn) Cw lys; W) 


et supposons que les fonctions réelles ou complexes g! des 
variables respectivement réelles ou complexes 4¥,,..., Yn possèdent 


22) On a y >Q, car, dans le cas contraire, on aurait = 0 et inégalité 
(2.61) prendrait la forme 0>8 > 0. 
23) Cs-à.-d. allx(f; Ta; yj) < O, ally (f, Les Yj) = w > 0- 


Rocznik Pal. Tow. Matem. T. XX. 8 
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les dérivées partielles du premier ordre g,, continues dans la 
4 


sphere 
(3,2) PI -bP?<R<+ oo 
i 
et que (ty Sif Bay cons Dn). À 


Supposons ensuite qu’il existe un nombre fixe œ >U, tel 
que, en tout point de la sphère (3,2), on ait 


(3,3) all,(95 Yas-ee ; Yn) > © > 0 %). 
Ceci étant admis il existe une suite de fonctions 
gl(a,..., Un) (7 = a) 


qui sont continucs dans la sphere 
(3,4) b | Ta — ag c= wk E 
B'1 
et y remplissent identiquement les équations 


(3,5) OP (Lis Tn)y oeg E (Tis eeey £)) = Ly (7 = 1,..., N) 
et pour lesquelles on a 
by = Gt (yy «s+, Un). 


Il existe un système unique de telles fonctions g/. Illes 
possèdent dans (3,4) les dérivées partielles du premier ordre 
continues et on a dans (3,1) les inégalités 


— | 
All, (9; Ly.) Ln) © sini 


scs i | 
VSI < (a=1,..., N) 


es 


24) Cf. la définition des allogements § 1, VII et § 1, XIX. Si, dans Ja 
Detgi | >s> o,VY Ylgi |<» alors l'inégalité (3.3) 
Wj EJ W 


sphere (3.2) on a- 


a lieu dans cette sphère lorsque l’on pose w = m i (cf. la proposition XII 
du $ 1, page 90). 
26) w k = + œ lorsque k = + oo. 
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et pour deux points quelconques de (3,4) on a ; 
Mita e ea. d'ile = «bd 
N © ś P ar FA -r 7 =. vr U dc — 2 
/2 | gd | Dy, eens Dy) GACT eh: 4184]? > R (2 | H Lee s 
j a 


Démonstration. Posons 


ta, Y) = 9' (Ys) — x. 


Les fonctions f' possèdent des dérivées partielles continues 
du premier ordre dans l’ensemble 


Sla dal'<r=+ 00, Du bi? < RE. 


a ł 
On a 
alle(f; Ley y) = 1, ally (f; Les yj) > Aly(g; 4) > o >0. 


En posant, dans le théorème 1, {—1 nous en déduirons 
immédiatement le présent théorème. 


$ 4. Evaluation du domaine dans lequel une transforma- 
tion est nnivalente. 


Definition dune transformation univalente. Nous° 
dirons qu'une transformation 


Li =Y (Yis Yn) (0=1,..., 0) 


est univalente dans un ensemble Z lorsqu’elle fait correspondre 
a deux points différents {y,;} de Z toujours deux points diffé- 
rents {xa}. 


Remarque 1. Dans les hypothèses du théorème 3 la trans- 
formation (3,1) est univalente dans un voisinage sphérique 
suffisamment petit du point {b}, car le jacobien Det (9), ) est 
non nul (cf. proposition X du § 1). Le théorème 3 ne donne 
cependant aucune évaluation de la grandeur de ce voisinage. 
Des hypotheses accessoires sont nécessaires à cet effet. 


Remarque 2. Désignons par E, l’espace a n dimensions 
tout entier. Nous affirmons que, dans les hypothèses du _ 
Théorème 3 et au cas &=4+ oo, la transformation (3,1) est 
univalente dans En. En vertu du théorème 3 la transformation 

g* 
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inverse y; = (£a) est définie dans En. Désignons par G l’image 
de En par l'intermédiaire de cette transformation. Il suffit 
de prouver que G=K,. Dans le cas contraire on pourrait 


indiquer un point (fini) {y;} appartenant à la frontière de G 
et une suite {y} de points o kacu a G et tendant vers ty). 
Pour un point Wo ŻE (ra) on a y 1 = p/(ca). On a évidemment 


Mae + + oo. Mais zat g (yj) e 


|N eal = Y gr PS gy <+ co, 


« a a 


ce que constitue une contradiction. Un rćsultat analogue est 
du 4 M. HADAMARD (Bull. Soc. Math. de France, XXXIV, 


p. 71). 


Théorème 4. Supposons que les fonctions g! (réelles ou 
complexes) intervenant dans la transformation 


(4,1) Li OUR B="... ,6%) 
possèdent les dérivées partielles du premier ordre gi, continues 
dans la sphère (réelle ou complexe) 


(4,2) | ZluuF<k: + co. 
Supposons ensuite que 

(4,3) ally(g; Ya) >v>0, 

(4,4) ally(g; Ya) < N < + 00 ?9) 


Ceci étant admis la transformation (4,1) est univalente 
dans la sphère 


(4,5) 5 | Yi — ba <= > R a 


26) Cf. la définition aes alangements $ l, VII et §1, XIX. Si, dans 
la sphére (4.2), on a | Det 12 > 8 >, di > 19, t; = y alors les inégalités 


(4.3) et (4,4) seront vérifiées lorsque l’on posera w = ae n= y (cf. page 90). 


27) On a évidemment 4 = w > 0. 
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Si l’on envisage la transformation (4,1) dans cette sphère 
alors sa transformation inverse 
(4,6) Yi = (ta) (I =dlh..., n) 


est définie dans un ensemble lequel contient la sphere 


(50) > |æ ES a; < sa R. 
N 


Les fonctions y' possèdent dans (4,7) les dérivées partielles 
du premier ordre continues et on a 


1 
(4,8) 0 = < all, (Y; La), all. x(V; Ve) S 


Démonstration. Considérons les fonctions g‘(x,) inter- 
venant dans l’énoncé du Théorème 3. Ces fonctions remplissent 
dans la sphère (3,1) les identités (3,5). 

On a donc 


29 AY) Ps zj Ta) = Op 


J 
lorsque y'= g'(xa). En appliquant la proposition XVI du 
$1 a (4,3) et (4,4), on obtient les inégalités 


ZĘ 
all. (Pp; La) >- > O, 


all-(; La) < 


en tout point de la sphere (3,4). 
Appliquons maintenant le Théorème 3 a la transformation 
Y= pra) (1=1,...,n) 


envisagee dans la sphere (3,4). On constatera ainsi qu’il existe 
une suite des fonctions 


h'(y;) (i= 1,...,n) 


possèdant des dérivées partielles du pren.icr ordre continues 
dans la sphere (4,5) et telles que, dans cette sphere, on ait 


(4,9) p'(h*(y,)) = yi. 
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On aura donc, en raison de (4,9) et (3,5) les identités 
(4,10) gl (ys) = PPP (h (y:))) = ht (yi) 


valables dans la sphère (4,5). 

Nous affirmons que la transformation (4,1) est univalente 
dans la sphere (4,5). Soient, en effet, {y;} et {y;} deux points 
différents de cette sphère i 


(4,11) Nyt >0. 


I! suffit de prouver que 
(4,12) 2 19" un —g'(YDR>0. 
Supposons qu’il n’en soit pas ainsi c.-a.-d. que 
gY) = (y) (x=1,..,n). 
En vertu de (4,10) on aura 
h*(gj) = h*(yy) (1=1,...,n) 
donc, en raison de (4,9), 
yi = ph (y) = pilh (Y) = y (1=1,..., n) 
contrairement à (1,11). L’univalence de la transformation (4,1) 


dans la sphère (4,5) se trouve ainsi établie. 


En appliquant le théorème 3 à la transformation (4,1) 
envisagée exclusivement dans la sphere (4,5) on voit qu’il existe 
une suite de fonctions y'(x.) définies dans la sphere (4,7) qui 
y remplissent les identités 


T! = yi (y'(La)) 


et les relations (1,3). La transformation (4,6) ainsi définie 
constitue évidemment la transformation inverse (envisagée 
dans (4,7)) de la transformation (4,1) (envisagée, à son tour, 
exclusivement dans la sphère (4,5)). 
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§ 5. Appliqnation aux équations perturbées. 
Remarque 3. Considérons le systeme d’équations 


FZ, ..., Epy Yyy. Yn) + OU My...) Copy Vases Yn) = 9, 
(eS en) 


les fonctions Fi, e' et les variables {xa} et {y,} étant réelles 
ou complexes. Nous supposons que F' et et possèdent, dans 
l’ensemble (2,3), les dérivées partielles continues du premier 
ordre. Nous supposons que le point 


(5,2) La = da, y=bj (a=1,..,0;7=1,...,n) 


remplisse le systeme (5,1). Relativement aux suites F1,..., F” 
et e!,...,e” nous supposons qu'elles satisfaissent, dans Pen- 
semble (2,3), aux conditions 


ally (F; a, y) > 0>0, 
all (E; Ta, Y) Kły < my, 
all. (F3 za, Yj) <2, 
all „(E; Za, 45) 7, **). 
En posant 
F=F'-e, Q0= 04M, 0z0—6,>0 


nous aurons en s’appuyant sur les propositions XV du §1 
(page 92) les inćgalitćs 


all, (f; Las Y) Ż0>0, all.(f; Lay Y) <Q 


et nous pourrons appliguer le Thćoreme 1 pour ćvaluer la 
grandeur du domaine d’existence des fonctions implicites 
Yı = P'(Ta) déterminées par le système (5,1) et les conditions 
initiales b, = g'(aa) (cf. 5,2). 


Remarque 4. Dans le cas du systeme 


(a, +, Yn) = Yi 


28) Afin de trouver wy, Gy, 2,, 71, on peut appliquer la proposition XII 
du $ 1. 
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le systeme (5,1) prendra la forme 
Ya + EL) ps His Yn) = 0 (=1,..., R). 
On a dans ce cas 
wl (Fj Gay Yj) = 0, ally( Fs te, Yj) = 1. 
Si en plus 
all. (Gj ta,y) Sm, ally(G; da, 9) SO <1) 


on pourra appliquer le Théorème 1 en posant w=—1—4¢,, 
(2=7, (cf. la remarque précédente). 


Remarque 5, Une observation analogue aux Remarques 4 
et 5 s’applique au cas des transformations perturbées de la 
forme 

B= GO (Yay "+; Yn) À E Yi- Yn) (W=1,...,%) 


en ce qui concerne l'évaluation du domaine d’existence de la 
transformation inverse. 


2) On a évidemment ally (— (G; za, yj)( = ally (G; La, Yj). 


SUR UNE METHODE D’APPROXIMATION 
DES FONCTIONS 


Par J. SZARSKI (Krakow) 


Comme on le sait, une fonction /(%,...,@,) continue dans 
un domaine fermé et borné se laisse approcher, de maintes 
facons, par une suite de polynómes. Si la fonction f(24,..., Ln) 
jouit, en plus, de quelques proprićtćs spćciales, il est parfois 
désirable que les fonctions qui l’approchent en jouissent aussi. 
1) est difficile, en général, de mettre en évidence les propriétés 
correspondantes des polynómes d’approximation. Le but de 
la note prćsente est de montrer que le probleme en question 
se laisse résoudre par une autre méthode d'approximation. 


Supposons que la fonction f(%,,...,%,) soit continue dans 
un ensemble ouvert 2. Soit w, un ensemble ouvert et borne 
tel que: »,C 421). Prenons N naturel suffisamment grand pour 
que chaque cube: 


n l : 4 
(K (Digoet „)) |, — t| > (2=1,2,..., 23 v2= N) 


où Q(£,,...,1n) est un point quelconque de l’ensemble œ, soit 
contenu dans (2. Nous définissons, dans l’ensemble «,, des 
fonctions F,(£,,..., £n) par les formules suivantes: 


1) Si A est un ensemble quelconque, alors A désigne la somme de 
cet ensemble et de sa frontière. 
Si 4 et B sont deux ensembles, alors ACB signifie que 4 fait partie 


de B. 


(1) 


2) 
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każe: | HE, $n) den 
af xg = xy 4 
Bee 3 Cn) = T} F = (v = N, À ly ) 
ać 3 
U 
p 1\" | 
(2 H est le volume du cube K,). 
Vv 
Théorème 1. Les fonctions F, sont de classe C! dans 
l’ensemble œ, et y tendent uniformément vers la fonction 
fla GB. 
Démonstration: On a évidemnient: 
l | | | 
Serg oe po e it p ‘nt v HORER T ts dy + AS TE En) 
. P . v 
| W a fas, “fds. vee i r j 1 
A ee x; be rel F 3 = (51) > Sji t) use -19:> sota) JE; 


d’où il resulte immédiatement que les fonetions F, sont de 
classe (1. Pour démontrer la seconde partie de notre théorème 
désignôns par œ, un ensemble ouvert et borné tel que: w, C 2 
et que chaque cube A, envisagé plus haut soit contenu dans w°). 
En appliquant a l’intégrale figurant dans la formule (1), le 
théoreme de la moyenne nous obtenons: 


(3) P(t ve La) = {Enia WEN, N 44,00) 


OÙ ży, .... Ën sont des nombres convenablement choisis remplissant 
les inégalités: 


: | 1 
(4) | Ti Si m © = 1, 8, sn) 


La fonction f(x,,...,2,) étant uniformément continue dans 
l’ensemble ©, il résulte de (3) et (4) que, pour e>0 donné 
d'avance, Vinégalité: 

(5) [fay +, Ea) — F p(y). +5 Bu) |= | Gzy... m) — fn +y Sn) DESF 


«nu — = = 


2) p onsamble w, existe KANN pourvu que M Hire ica: 
grand. 
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est remplie en tout point (#,,...,2,) appartenant a l’ensemble 
w,*), pourvu que » suit suffisamment grand. Ceci termine la 
démonstration. 


Théorème 2. Si la fonction f(%,,..., n) est croissante (dé- 
croissante), au sens large, par rapport a x; alors les fonctions F, 
le sont aussi. Cela découle immédiatement de la formule (1). 


Théorème 3. Si la fonction f(2,..,æ,) est de classe C*—! 
dans 2, alors les fonctions F, sont de classe C* dans o, et 
leurs dérivées d’ordre: 1, 2,...,k—1, tendent uniformément 
dans w, vers les dérivées respectives de la fonction /(2,,...,,). 


Démonstration: Il découle immédiatement de la for- 
mule (1) que, dans nos hypothèses, les fonctions F, sont de 
classe CF. 

Scient l, 8, 4,...,0,, des nombres naturels, fixés tels que: 
l&k, s<n, atat... +a tl. En employant le théorème de 
la moyenne et celui des accroissements finis nous obtenons 
de la formule (1), la relation: 


sn 

c F, 

a ty 
x, or 
: = 


tti] „tą tke % fo . =i ty Ral on : 
fa, ‘hs ee v T7 KID fa, "JL, eee W ką g Sort. . 


p 


a 
ou IE, sont des nombres convenablement choisis, rem- 
plissant les inégalités (4). 

Supposons maintenant que: L&k—1. En désignant par È 
un nombre convenablement choisis, remplissant la premiere 
inégalité (4) et en appliquant le théorème des aceroissements 
finis nous déduisons de la formule (6) Ja relation: 


oF 


x r ” hg 
fr... r s(t ss... - ). 
a a ] »1! z 
1 Ja 


x 


„== 

=] 

= 
2 


— SS a — MG — —— mm \ E Ceen 


* 3) L'ensemble w, étant évidemment contenu dans ws. 


l 
4) Nous désignons par fat..." la dérivée pomo . i 
1 a (cy a 
dr, = ozs 
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La fonction fa"... 2% étant uniformément continue dans w, 
il sensuit (comme dans la démonstration du théorème 1) 
que, pour € > 0 donné d’avance, on a: 
2! Ms aj 


ae : 
oe, Were a ie AC 


|. 


< € 


(8) 


en tout point de l’ensemble w,, pourvu que v soit suffisamment 
grand, ce qui termine la démonstration. 


Thorrème 4. Gardons les hypothèses du théorème 3., et 
supposons, en plus, que les dérivées d’ordre k—1 de la fonction 
f(@,..-,@n) possèdent les différentielles totales en un point 
P(%,,..., n) appartenant à l’ensemble w,. Ceci étant supposé, 
les dérivées d’ordre k des fonctions F,, prises au point P, 
tendent vers les dérivées respectives de la fonction f(2,,..-s Tn). 


Démonstration: En posant l=k dans la formule (6), 
nous en déduisons, en vertu de notre hypothèse sur lexi- 
stence des différentielles totales, la relation: 


(9) a" Ed, 2223 Cn) _ o a" flay. (2 +9 Wn) chi 


[4 Ca Po” Se 
00,*../0W0* PW tia, REY 


— 
- 


où e(é,,...,é,) désigne une fonction satisfaisant à l'implication: 
(10) (Es En) (ap ic Qu) - 0: LE wear. 


En vertu des relations (4) et (10) et l'expression 


étant évidemment bornée, il résulte de ia formule (9), que: 


È Randi f(a 
(11) io 9 ivan is itn) n Key a, nem 
v>to IL 00," dat... dry? 


ce qui termine la démonstration. 
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Théoréme 5. Gardons les hypothéses du théoréme 3., et 
supposons que les dérivées d’ordre X —1 de la fonction f(2,,..., Tn) 
remplissent la condition de LIPSCHITZ avec la constante M. 


Ceci étant supposé on a les inégalités: 


k 
OF „kę 


——— M. 
AG MOD i 


Les inégalités (12) découlent immédiatement de la formule 
(6), sì l’on y pose l=k 5). 


Remarque: En itérant le procès a l’aide duquel nos avons 
déduit les fonctions F, de la fonctiôn /(4,..., Zn) on peut con- 
struire des fonctions approchant /(x,,...: n) et de classe si 
haute qu’on le veut. 


5) Ce théorème peut être appliqué pour simplifier les calculs dans 
le travail de M. T. Wazewski: Uber die Bedingungen der Existenz der Inte- 
grale partieller Dijferentialgleichungen erster Ordnung. Math. Zeitschrift, 
Band 43, Heft 4. 


SUR UN SYSTEME D'INEGALITES DIFFERENTIELLES 


Par J. SZARSKI (Kraków) 


Considćrons le systeme d’équations differentielles ordi- 
naires: 


(1) YZ GER any”) (Se lan) 


Supposons que les fonctions soient continues dans un 
ensemble ouvert 2 et qu’elles satisfassent à la suivante hypo- 
thèse H: 


Si, pour un 7 quelconque (4 =1,..., n), les points: 


id TER. MN LA lu POSE TL) 
P(c,91,...,g! 1, VGT, 


appartiennent à l'ensemble Q et: 

(3) Y'KY' (v=l,...,t—lyt+1;y...,%) 

alors: 

(1) far, Prc BEA WY... „yn <2, 7... 9's get, ee). 
Soit: 

(5) yi = yi(x) (1=1,..., m). 


l’intégrale supérieure a droite!) du système (1) issue du point 


1) Pour la définition et l’existence de cette intégrale ef. E. Kamke: 
Zur Theorie der Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen. Acta Math. 
T. 58., p. 78, Satz 7. Ce théorème ainsi que d'autres théorèmes de M. Kamke 
que je citerai dans la suite nécessite, pour être tout à fait strict, une modi- 
fication d’'hypothèse indiquée par M. Ważewski dans son travail: Systèmes 
d'équations et d'inégalités différentielles ordinaires aux deuxièmes membres 
monotones et leurs applications. A paraître dans les Annales de la Société 
Polonaise de Mathématique. 
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P(ż,9',...,47) appartenant a Q et supposons qu’elle soit dé- 
finie dans l'intervalle: 


(6) Dr Dis. 


Supposons ensuite que les fonctions g(x), (i= 1,...,M). 
solent absolument continues, généralisées dans l’intervalle (6) ?) 
et qu’elles remplissent les inégalités suivantes: 


(7) pila) < y'(@) = y! 
(8) p! (x) < fila, pł(w);..., 9") 


g' désignant la dérivés approximative de g' et les inégalités (8) 
subsistant, par hypothèse, presque partout dans l’intervalle (6). 


Théorème). Ceci étant supposé on a dans l’intervalle (6), 
les inégalités suivantes: 


(9) g(x) < p(x) (9 =1,..., %%)- 


Nous allons dćmontrer notre thćoreme dabord dans un 
voisinage suffisamment petit du point initial sous l’hypothèse 
additionnelle que les fonctions f! soient de classe Ct et nous 
letendrons ensuite au cas des fonctions continues. Ces deux 
propositions font objet des trois lemmes qui suivent. Notre 
théorème en résultera immédiatement. 


2) Une fonction f(x) est appelée absolument continue généralisée dans 
l'intervalle (a, b), si: 1° elle est continue dans (a, b), et 2° l'intervalle (a, b) 
est une somme dćnombrable d'ensembles sur chacun desquels f(z) est 
absolument continue. Une telle fonction possède presque partout des dé- 
rivées approximatives. 

8) La différence entre ce théorème et celui de M. Wazewski, cf. loc. 
cit. 1), consiste en ce que M. Wazewski suppose que lee fonctions gi possè- 
dent, partout dans l'intervalle, des nombres dérivés remplissant les iné- 
galités différentielles, tandis que chez nous les dérivées approximatives 
de gi sont supposócs de satisfaire aux inégalités (8) presque partout dans 
l'intervalle (6). 
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Remarques préliminaires: 


I. Supposons que les fonctions ff soient de classe C! dans 
{2 et qu’elles satisfassent a l’hypothèse H. 


Dćsignons par: 
(10) y'= Jx, Ent... n°) (1=1,..., N) 


la caractéristique du système (1) passant par le point 
(E, 7!,..., 77). Comme on le sait), les fonctions y‘(x, &,7',...,7") 
sont de classe CT partout où elles sont définies et remplissent 
l'identité: 


dy (a, Enh wey nr ae TLAN !,..., nr 
(11) DY (U, E, 03102 117) + 2 fi, ms Mn) * n RE = () 


JE 
es 
J=1 
(i | Gents n). 


ll. En vertu de l'hypothèse H les fonctions y'(2,$, 7',..., 7”) 
jouissent de la propriété suivante 5): lorsque 


(12) dE NxN (i =1,..., n) 
alors: 
(13) y (x, E, m'y") < y"(a, 6,7 RN) (1=1,..., n). 


Il en résulte que, pour r=$: 


dy (x, SI Neves n”) 


dn) = 0 O pln. 590) 


(14) 


III. Il existe évidemment un nombre b>0 tel que chaque 
caractéristique (10) passant par un point appartenant au 
cube: 


(15) |E—ż|<b; |q=y'| <b (= den) 
est définie dans l'intervalle: 
(16) |v— 2 | <b. 

4) E. Kamke: Differentialgleichungen reeller Funktionen, Leipzig 1930, 


p. 155, Satz 1. 
6) cf. 1), E. Kamke; loc. cit., p. 82, Satz 9. 
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Lemme 1. Supposons que les fonctions f’ soient de classe C1 
dans © et qu’elles satisfassent à l’hypothèse H. Supposons 
ensuite que les fonctions g(x), (cf. les hypothèses de notre 
theoreme), remplissent les inćgalitćs (8) et les égalites: 

(17) g(x) = y{x) °) (4 =1,...,) 


et désignons par c un nombre positif tel que les courbes: 
y!— y!(x); y'— g'(x) soient situées à linterieur du cube (15), 
pour z appartenant à l'intervalle: 


(18) CLAISTH+C. 


Ceci étant supposé les inégalités (9) sont remplies dans 
l’intervalle (18). 


Démonstration: Soit z un point appartenant a Pinter- 
valle (18). Introduisons la transformation de l’espace a (n +1) 
dimensions des points (6,7/,..., 77): 


(19) DE W OGG, Ho... 45) (i —1,..., n). 


D’après la définition du cube (15) et de l'intervalle (18), 
la transformation (19) et de classe C? dans le cube (15). 


Nous avons évidemment (cf. ®): 
(20) iG, D, y(@),..., p(@)) = plz) (i= Ann) 
Désignons par @(&), (i=1,..., n) l’image de la courbe g'(6), 
(i =1,...,n), par l'intermédiaire de la transformation (19), 
& Savoir: 
(21) DE) = D'IT, é, P(E),...,9"(£)) (¢ — 1,..., R). 
En vertu de (17) nous avons: 
ÑT, @, y{æ),.…., v"(è)) = jz, i, GG PAPE p"(& )) 
(De=1,...,n) 


(22) 


6) Dans les hypothèses du lemme 1., w{(x) désigne l'unique intégrale 
du système (1) passant par P. 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 9 
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d’où il résulte, d’après (20) et (21), que: 

(23) Pir) = v'(©) (€ =1,..., %). 
D'autre part, d’après (21) et la definition des fonctions 

YiL, 6, n°, ...,7") nous avons: 

(24) Di) = g'(T) (wa Dy sz). 


En prenant les dérivées approximatives des fonctions ©'(ć6) 7) 
nous obtenons, en vertu des relations (8), et (14), presque 
partout dans l’intervalle: 


(25) TESKT 


les inégalités différentielles suivantes: 


. sil £ at eż At n*i.. 
di (8) — ESS +> Z ACZELEPYJ (e) < 


o È Ini a 
(26) "Ti n*=p*(£) 
dd (x. E. n° AUD En _ 
< [PEREN + See ia, tm); 
j= = gHl8) 


Il en résulte, d’après l'identité (11), que: 
(27) DI(E) <0 tini; n) 


presque partout dans l’intervalle (25). 

Les fonctions @(é) étant absolument continues, généra- 
lisées, il résulte des inégalités (27) qu’elles sont décroissantes 
au sens large dans l'intervalle (25)%). Nous avons donc, en 
particulier, les inégalités: 


(28) P(T) < Pi) (i = 1,..., 1). 
Il s’ensuit, en vertu de (23) et (24), que: 

(29) g(a) = p(x) ($ = 1,..., %). 
7) Les dćrivćes en question existent presque partout dans (18), les 

fonctions @i(£) étant évidemment absolument continues, généraliscées. 


8) S. Saks: Theory of the integral, p. 225., Theorem (6,2), (Warazawa — 
Lwów 1937). 
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Comme z était un point quelconque de l’intervalle (18), 
nous en concluons que les inégalités (9) sont remplies dans 
l'intervalle (18) tout entier, ce qui termine la démonstration 
de notre lemme. 


Lemme 2. Supposons que toutes les hypotheses de notre 
theoreme ainsi que les égalités (17) soient satisfaites. 

Nous affirmons que les inégalités (9) sont alors remplies 
„dans un voisinage droit du point a. 


o 


Démonstration: Soit K un cube de centre P(z,y},...,y") 
tel que: AC). Prenons N naturel suffisamment grand pour 


que chaque cube A,(z, y’,...,y") de demi-côté z et dont le 


centre P(x, y',...,y") est un point quelconque du cube K, soit 
contenu avec sa frontière dans 2 pour »=N. 


Posons, pour P(x, y',...,y") appartenant a K: 


A ree FI J'(E, nas n") dé. dy... dy” 
df K x, Ye. yn) 


(30) f(x,y, y") = Tpi 


* | 


(2= Jem, MN) 


Les fonctions ainsi définies sont de classe C1, satisfont 
a l hypothèse H et tendent uniformément vers f'dans le cube A 10), 


Nous pouvons supposer (en prenant au besoin une suite 
partielle) qu’on ait: 


1 í 
(31) MEWA (1=1,...,n; v>N) 


pour tout point du cube A. 


8) A désigne le cube A avec sa frontière. 
AK CQ signifie que K fait partie de Q. 
10) J. Szarski: Sur une méthode d’approrimation des fonctions. Ann. 
Soc. Pol. Math. T. XX. 
gt 
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En posant: 
df 1 
(32) gula, Pye Y) = HBP y) +7 (1 Ayes v> N) 


nous obtenons n suites de fonctions gi jouissant des propriétés 
suivantes: 


(a) gi sont de classe CT dans K 

(8) gi> fi (en vertu de (31) et (32) | 

(y) lim gi= f! uniformément dans K (Gm... N). 
v—oa 


(6) $!< gi(a,9',...,g") (en vertu de (8) et (8)) 
(e) gi satisfont à l'hypothèse H dans k 


Considérons maintenant les systèmes d'équations diffé- 
rentielles: 


(€,) yt = GAL Y ya. y") (2 ==dgo tn). 
Soit y'- wi(x), (1—1,..,n), l'integrale du système (e,) 
passant par le point P(z,y...,y”). 


Les fonctions gi étant évidemment bornées par la même 
constante dans K, il existe un nombre positif b” tel que chaque 
intégrale de n’importe quel système (e,), issue d'un point 
appartenant au cube: 


(33) |z—2z,|<b, |y—y'| <b’ (tom LADA n) 


est définie dans Vintervalle: |r— £o |< b’. 

Soit c un nombre positif tel que les courbes: y! =a); 
y'=yl(x), (v= N) soient contenues dans le cube (33) pour 
x appartenant a l’intervalle: 


(34) Tet a pr. 


En vertu des proprićtćs (a), (6) et (e) et du lemme 1, nous 
avons dans l’intervalle (34) les inégalités: 


(35) p'(w) < gi (©) (dun ic » > N). 
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D'autre part il résulte !) des propriétés (8) ct (y) que: 
(36) lim yi(2) = p(x) (a Len) 
v—00 


dans l'intervalle (34). 


Les relations (35) et (36) entraînent les inégalités (9) dans 
l'intervalle (34), ce qui termine la démonstration. 


Lemme 3. Dans le hypotheses de notre théorème les 
inégalités (9) sont remplies dans un voisinage droit du point x. 


Démonstration: Dans le cas des égalités (17) cela dé- 
coule du lemme 2. Adressons nous donc au cas où l’une, au 
moins, des inégalités (7) est forte. Soit: y'=w'(x), (i —1,..., n) 
l'intégrale supérieure du système (1) pour laquelle on ait: 


(37) g(a) = pla) (1=1,...,n). 
En vertu du lemme 2, nous avons les inégalités: 
(38) g'(x) < p(x) (i =1y..., n) 


dans un voisinage droit du point a. 
autre part, d’après (7) et (37), on a: 


(39) pla) = pix) (i =1,..., n) 
d’où il résulte que *): 
(40) pian) < y'(z) (i = 1,..., n) 


dans un voisinage droit du point ©. 


En rapprochant les inégalités (38) et (10) nous obtenons 
la proposition du lemme 3. 


Nous allons maintenant achever la dćmonstration de notre 
théorème à l’aide du lemme 3. Il en résulte d’abord que les 
inégalités (9) sont remplies dans un voisinage droit du point £. 
Désignons par z la borne A, des points x appartenant 


11) cf. 1), E. Kamke: loe. cit. p. 80, Satz 8. 
12) ef. 1), E. Kamke: loc. cit. p. 82, Satz 9. 
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a VPintervalle (6) tels que les inégalités (9) sont remplies dans 
l’intervalle: [£, x). 
Nous affirmons que: 


(41) G=o+a. 


Supposons qu’il n’en soit pas ainsi. En vertu de la conti- 
nuité on aurait alors: pa £) < yi(T), (i = 1,...,%). En appliquant 
le lemme 3 au point æ (au lieu du point it) on arriveralt à la 
contradiction avec la définition du nombre z. L’égalité (41) 
est done remplie, ce qui termine la démonstration. 


SUR LES FONCTIONNELLES CONTINUES ET 
MULTIPLICATIVES 


Par A. Turowicz (Tyniec). 


Introduction 


Nous envisagerons un espace FE, non vide, métrique et com- 
pact (en soi), et anneau de toutes les fonctions continues, 
réelles définies dans E. Cet anneau sera désigné par %(E). 
Soit F une fonctionnelle réelle, définie dans WE). Nous la 
supposerons multiplicative, c’est à dire que F(x-y) — F(x) -F(y), 
et continue, c’est a dire que la convergence uniforme de la 
suite des fonctions x, vers une fonction x, entraine la conver- 
gence de la suite F(x,) vers F(a). 

M. BANACH et M. EIDELHEIT ont posé le probleme de trou- 
ver la forme générale des fonctionnelles définies de cette ma- 
niere. La note présente contient la resolution de ce probleme. 
Les résultats se trouvent exposés dans le théoreme IV. 

Il est à remarquer que le probleme a été resolu d’abord 
dans un cas spécial par l’auteur en collaboration avec S. KACZ- 
MARZ, à savoir dans le cas où l’espace E est l’intervalle <0,1> 
et les fonctionnelles sont supposćes non négatives. La méthode 
employée était toute autre que celle du mémoire présent; 
elle était basée sur l’application de l’intégrale de STIELTJES. 
Outre la determination de la forme générale de la fonctionnelle 
le mémoire contient la discussion de l’unicité de la représen- 
tation de la fonctionnelle par la formulé trouvée. 


1. Notations. 

La lettre E designera un espace non vide, métrique et 
compact (en soi), toujours le méme dans la note présente. 

Les points de cet espace serons désignés par t, ev. tta.. 
La fermeture d’un ensemble Z, sera désignée par Z, son com- 
plément par CZ. 
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x(t), y(t) z(t) désigneront des fonctions réelles continues, 
définies dans tout l’espace E. 

L’anneau des fonctions continues dans Æ sera désigné 
par A(E). Cet anneau est un espace métrique, la distance étant 
définie par: 


(1) (x,y) = max |e(t)—y(t)| 


Une fonctionnelle F, définie dans A(E), est multiplicative, si: 
(2) F(x:y) =F (x) - Fy). 

Une fonctionnelle F est continue, si 
(3) pour (1,%9)0, on a F(x)—> F(x). 


Il y a deux fonctionnelles multiplicatives et continues, 
triviales, savoir: 


F(x)=0 et F(x)=1. 


b désignera l’ensemble de toutes fonctionnelles réelles, 
multiplicatives et continues, non triviales, définies dans l’an- 
neau A(E). 

Les éléments de cet ensemble seront désignés par F,F,,F;,.. 


2. Les propriétés élémentaires des fonctionnelles de Ven- 
semble ©. 


(4) a) F(0) =0. 

Démonstration. On a pour tout zed(E): F(x)-F(0) =F(0), 
et puisque il existe un x, e UA(E), tel que: F(x,)+1, donc (4) 
est vrai. 
(5) b) F(ay= kb. 


Démonstration. On a pow tout reXl((E): F,x;)-F(1) =F (a), 
et puisque il existe un Sae A(E), tel que: F(x;)+0, donc (5) 
est vrai. 


(6) c) Si pour tout te E on a z(t)>0, alors F(x)>0. 


Démonstration. 


F(x)={[F(V2)}f=>0. 
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(7) d) |F(x)| =F(|e|). 


Démonstration. 
(F(x))? = F(x?) = F(|z]*) = (F(|x|))?, 
donc en vertu de (6) l’égalité (7) est vraie. 
(8) e) St pour tout te E, on a: 0 < x(t)< xat), alors F(x1y) < F(x). 


Démonstration. Suppcsons d’abord, que x,(t)< x(t); alors 
x(t) >0 et en mettant pour te E: x(t; = x(t) y(t), on a: 
yeU(E), 0<y(t)<1 pour chaque t. Par conséquent la suite 
des fonctions {y"(t)} converge uniformément dans E vers 0, 
done la fonctionnelle F étant continue: F(y") = (F(y))"—0 
pour n—oco. Nous avons done 0<F(Y)< 1, et puisque F(s) >0 
et F(z,)>0, on obtient F(x,) =F (Xe) -F(y)< F(a). 


| 
Passons au cas général et posons z,(1) = tą(t) + maka SENAO Ae 
Il découle du précédent que F(x,)<F(2,). Mais (21,72) +0, 
donc F(2,)—>F{x,), et par conséquent (8) est vrai. 


(9) f) Si pour tout te E, on a x(t)+0, alors F(x)+0. 


Démonstration. Prenons un arbitraire ye%(£E). En 
mettant y(t)=a(t)-2(t) pour chaque te E, nous avons 2 e U(E). 
Par conséquent F(y) =F (x) -F(z). Si F(x) =0, la fonctionnelle F 
serait triviale et n’appartiendrait pas a l'ensemble ©. 


3. Lemme I. 


Pour chaque Fe® existe un ensemble non vide, ferme Z, 
tel que: ZCE et si pour un tye Z on a z(ty) =0, alors F(x) = 0. 


Démonstration. Nous démontrerons d’abord qu’il existe 
une suite descendante ces ensembles non vides, fermés {Dn}, 
Dn+1CDnC E, (n=1,2,3,...) telle que le diamètre de D, ne 


1 i 
surpasse pas 7 et sl x(t)=0 dans D,, alors F(x) - 0. 


La definition de D, est suivante: l’espace E étant métrique 
et compact, il existe un nombre fini des sphères fermées 


n 
K,,K,,....K„ de rayon r= 4, telles que E- DE. Supposons, 
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que pour chaque sphere A, existe une fonction 2, eA(E), 
nulle pour tous les points de la sphère, telle que F(2,)=0. 


On aurait F([] z, = [] F(x)+0. Comme il est [| 2(t)=0 pour 
i=1 i=1 11 


chaque te £, on aboutit à une contradiction. Par conséquent 
une sphere au moins jouit de la propriété que l'identité x(t) =0, 
pour t appartenant a cette sphère, entraine Végalité F(x) —0. 
Cette sphere sera désignée par D,. 

Supposons que nous avons défini déjà les ensembles 
D,,D;,...,Dy de la suite. Il existe alors un nombre fini des 
ensembles non vides, fermés Dy), DE"... DE" dont les dia- 

p 
mètres ne surpassent pas Fi tels que Dz = À Dr. En ré- 
ja 
pétant le raisonnement dernierment exposé, nous voyons 
qu’on peut prendre un de ces ensembles comme l’ensemble D;::. 
Ainsi l’existence de la suite est prouvée. 

Nous désignerons un point commun de tous les ensembles D, 
par to (son existence est assurée). 

SI x(t) =0, on a F(z)=0. En effet, soit {x,} une suite 
facile a construire, des fonctions x(t), telles que (12,04) >0 
et x,(t)=0 dans D,. On a alors F(x,) = 0 et F(x„)>F(x). 

On définit Z comme l’ensemble de tous les points ty jouis- 
sants de la propriété que z(ty) - 0 entraine F(a) =0. 

Notre raisonnement prouve que Z n’est pas vide. 

Maintenant soit tye Z et x(t) 0. Soit {£n} une suite des 
fonctions, facile a construire, telle que (£n,1)>0 et x,(t) 
sannule identiquement dans un entourage de ty, qu’on dé- 
signera par Un. Puisque U,:Z+0, il est F(a,)=0, ce qui 
donne F(x) = 0, donc tye Z. 

Notre lemme est ainsi démontre. 

L'ensemble Z défini au cours de la démonstration sera 
nemmé l’ensemble caractéristique de la fonctionnelle F et 
la lettre Z sera resérvée pour le désigner. 


4. Lemme II. 


L'ensemble caractéristique Z dune fonctionnelle F e ®, est 
fini ou dénombrable. 
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Démonstration. Soit łye Z et r un nombre positif. Nous 
définissons une fonction z(t,r) de la manière suivante: 


Titor) = 2 + pour (t,t,)>7, a(r) = 1; 


(10) 1 l 
pour (t,tły)<r, z(ł,r) =3 + ——-(t,to). 
ZER 


On a z(t,r)eU(E) et 1<a(t,r)<1 pour tek. En raison 
de (5), (8) et (9) il est 0<F(4)<F(a(t,r))= 1. 
Nous montrerons lim F(e(t,r))< 1. 
r->0 


Supposons en effet que lim F(z(i,r)) - 1. Il existerait 
r->0 


alors une suite {rp}, Tn>Tnęty Tn>0, rn->0, telle que 
- . ] ) s 
F(z(t,r)) > 1 "mtir Soit yn(t) - "i | x(t,r,). On voit facile- 


ment qu’il existe lim y,(t) pour un arbitraire te E; il est 
n-+ca 


] 
Yn(to) = 5-, done Yn(to) 0; pour t-Ft, les valeurs de y,(t) sont 


égales entre elles, si n est suffisamment grand, parce que alors 
©(t,r„) 1. En désignant la limite des Yn par Yọ, nous obtenons 
que y(t) est continue; c’est évident pour {+t,, et comme on 
peut déterminer un nombre positif p et un entourage de tọ U, 
tels que y,(t)<e pour te U, où e est un nombre positif 
donné, la suite y, étant non croissante, on obtient l’inégalité 
Yn(t bee dans U pour n >p, et enfin y,(t)<e dans U, ce qui 
prouve la continuité de y, au point ty. La suite monotone des 
fonctions continues converge vers une fonction continue Yo, 
elle converge done uniformément. Nous avons F(y,)->F(y). 
Mais yo(to) --0, et to e Z, done F(y,) — 0, Cest a dire F(Yn)>0. 
D'autre côte 


Ft) = | [Patr > Il (1 
A=1 k=1 * 


ce que donne une contradiction. 


ca 


aris) > i-a) 


Ww 
k=1 


Désignons lim F(z(t,r))--g(ty). Soit Z= Zn, où teZ, 
n=-l 


n — l n 
si pl - 
ni <elt)< > iig 


. Ni Z était un ensemble indénombrable, 
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un au moins des ensembles Z, le serait aussi. Notons cet ensemble 
par Z,. Il existe une suite des spheres fK,), K,CE, dont 
les centres sont tn, tn e Zg, telle que pour p+q, est K,-K,=0, 
et que pour la sphere K,„ existe une fonction 2,(t), zneU(E), 
Xn(t)=} pour te K,, et x,(t) -1 pour te CK,, et enfin Planty 

Mettons z,(t) -[[æ{t) dans E. Deux sphères aux indices 

i=] 
différents n’ayant pas des points sons il est dans Ẹ 
k ri 

Żn(1)>4. Par conséquent F(i)<F(2,): Ir (xı): (a) Le 


nombre n étant arbitraire on a: F(4)< 0. D'autre côté en raison 
de (6ret (9) il est F(4)>0. Il suit de la contradiction obtenue 
que le lemme est vrai. 


5. Lemme III. 
Si Fed, ceU(E), et x(t) -1 dans Z, alors F(z)=1. 


Démonstration. Remarquons d’abord que si toe CZ, 
alors existe un entourage U, du point tę, pour lequel existe 
une fonction y, e UE), telle que x(t) ==0 dans U, et F(x)+0. 
En effet dans le cas contraire on déduirait en s’appuyant 
sur la continuité de la fonctionnelle F que to e Z, parce que 
chaque fonction nulle pour t=t est une limite d'une suite 
uniformément convergente des fonctions identiquement nulles 
dans les entourages de ty. 

Nous montrérons maintenant, que si x(t) =1 dans CA 
ou A est un ensemble fermé ACCZ, alors F(x;) =1. Soient 
Ur, Un,--.+Ui, une famille finie des entourages des points 


tie A (i=1,2,...,n), telle que ACZ U, et qu'elles existent les 
fonctions y, jouissantes de la na y;(t)=0 dans U, et 
F(y,)+0 (4=1,2,...,n). Alors la fonction y(t 11400) ) est iden- 


tiquement nulle dans 4, et F(y)+0. Puisque eNi )=1 dans CA 
il est y(t)=2,(t)-y(t) dans E, donc F(y)=F(x,)-F(y), c est 
a dire F(x,) =1. 

Soit «,(t) une fonction satisfaisante aux hypotheses du 
lemme. 
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Soit A, l’ensemble composé de tous les points de £, tels 
1 ? 
que (t, 2) > 7 (n=1,2,3,...,). On construit facilement une 


suite {th}, (Tato)—>0 et x(t) =1 dans CA, On a F(x,) — 1, 
(n 212,5.) donner = + 

6. Lemme IV. 

Si Fed, am AE) ct x(t) =2,(t) dans Z, alors F(x;) =F (£). 

Démonstration. Il suffit considérer le cas dans lequel 
les fonctions x, et x, ne s’annullent pas pour aucun point de Z; 
dans le cas contraire le lemme est évident. 

Supposons d’abord que 2,(t)=2,(t)>0 dans Z. Alors existe 
une fonction x(t) égale a x, et x, dans Z, pour laquelle Piné- 
galité 2,(t)>0 subsiste dans tout l’espace E. Nous mettons 
X(t) = x(t) -y (t) et ft) —2,(t)-y(t) dans E, et obtenons 
Vs Ye € AE) et Y(t) = Y{t)=1 dans Z, d’où Von tire 


F(x) F(x) F(y1) =F (2) = F(zę):F(ya) =F (22). 


Dans le cas où il y a des points dans Z pour lesquels les 
fonctions x, et x, deviennent negatives, on a en raison du pré- 
cédent et de (7) [F(x;)|-|F(æ&)|. Il faut montrer encore que 
F(x) -F(2) > 0. 

Mais x,(t)-xą(t)>0 dans Z, il existe done une fonction 
x,(t) continue et positive dans Æ et égale dans Z au produit 
de x, et x. En raison du précédent il est F(x,,-2) =F (a5), et 
on déduit de (6) que F(x,)=0. Ainsi le lemme est démontré. 


4. Définition d’une fonctionnelle linéaire, 
Soit y e WEL). Mettons G(y) =log F(e#), ou Fed. 


Cette définition définit une fonctionnelle réelle dans AE), 
puisque F(ev)>0 en raison de (6) et (9). On vérifie aisément 
que G est une fonctionnelle linéaire. 

On déduit du lemme IV. que F(x) dépend exclusivement 
des valeurs de la fonction 2(t) dans l’ensemble caractéristique Z. 
Nous considérons cet ensemble comme un espace métrique, 
dénombrable et compact (en conservant la métrique de 
l’espace E). De meme on peut envisager la fonctionnelle F 
comme une fonctionnelle multiplicative et continue dans 
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l’espace A(Z) de toutes les fonctions réelles continues définies 
dans Z (on conserve dans A(Z) la métrique de l’espace WE), 
et par conséquent G est une fonctionnelle linéaire dans (Z). 

D'après un théorème de S. MAZUR l’espace A(Z) est iso- 
morphe à l’espace c, (des suites convergentes vers zéro). 

S. MAZUR a tiré de son théorème un corollaire suivant: 
la forme générale des fonctionnelles linéaires dans l’espace A(Z) 
est: 


(11) G(Y) = 2 any (tn). 
où ye A(Z), {tn} =Z, Mal <oo (a, nombres réels). 
n=1 

8. La valeur absolue de la fonetionnelle F. 

En applicant le resultat de S. MAZUR a la fonctionnelle 
définie dans le No 7. on pourrait aisément en tenant compte 
de (8) prouver que pour cette fonctionnelle spéciale il est: 
a,” (neg 2 ye 

Nous pouvons cependant obtenir un resultat plus fort en 
raisonnant de la maniere suivante: 

Soit 
(12) G(y) =log F(e9) 
où Few, yedU(E); soit tre Z. Prenons une suite {yn}, Yn AE): 
L+ m(t, to) 

.) 7 


Yalt) =log $, pour (t,85)<7 soit yalt) =log 


l ] 
pour (bto) >; soit y„(t) =0 


(nous avons pris ici les logarithmes des fonctions a(t,7) employées 


j | 
dans la démonstration du lemme II, avec r= > ję 


On tire de la démonstration du lemme II que lim G(y,)< 0. 
D’après la définition il est |yn(t)|< log? dans E pour 
n=l,2,... 


D’après la formule (11) il est G(y,) = Y ayy,(t)). Le point to 


parait dans cette formule avec un indice k (k un entier positif) 
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c’est à dire tp =t,. La fonction y, sannulant en dehors de 
] = „KIE D 

l'entourage (t,t) < —, on peut choisir pour un arbitraire N 
n 


entier positif, un entier positif p de telle maniere que pour 
n>p, EN, ik, soit yn(t)=0. On aura 


G(Yn) a On Yn(te) + ha, log Pr R 
ou 


|e| < log 2 -_S |a|. 
i=N+1 


Pour des n assez grands est G(yn)< 0, et |a| tend vers 0 
I=N+1 
avec N >oo on a donc alog 0, ou a; >0. 
En mettant dans la formule (12) z(t)=ev”, on parvient 
a la conclusion: pour x(t)>0 dans Z, existe une suite {an}, 


an>0, X ai<oo, telle que 
i=1 


LJ 
Si A; log z(t,) 


F(a) =e! SCO 


La convergence du produit infini est évidente parce que, 
l’ensemble Z étant fermé, la fonction x(t) est bornée dans Z 
et ses maximum et minimum sont positifs. 

La formule obtenus reste vraie aussi dans le cas si x(t) 
sannule pour un point de Z, parce que alors tous les deux 
termes de la formule sont nuls. 

En tenant compte de (7) on peut écrire pour F e D: 


(13) |F(a)| - Il ke(t,)|ei 


Nous dćmontrćrons maintenant une proposition reciproque, 
c’est a dire que le second terme de (13) est une fonctionnelle 
de l’ensemble ©, non négative, sous l’hypothèse que a;>0- 


oO 
(i=1,2,...) et » a< oo. 
Or, le produit infini est égal à zéro pour un z s'annulant 
pour un point de Z, ou il converge vers un nombre positif. 
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Une fonctionnelle définie par ce produit est évidemment multi- 
plicative. Nous vérifions la continuité: soit {x,} une suite 
convergente uniformément dans E vers Zp. Si æoltx) — 0, où ty 
est un point de Z, alors la fonctionnelle s’annule pour 4%, 
et en écrivant le produit infini pour x, sous la forme: 


Enlt)" [T (Enlt), ou la caractéristique /7’ désigne qu’oni 
i--1 
doit omettre dans le produit le facteur de l’indice k, on voit 


que la convergence de la suite des fonctionnelles a lieu. 


De même si 2,(t)+0 dans Z, alors existent deux nombres 
positifs m et M, tels que pour n assez grand m<u,(t)<M 
et m<2,(t)< M, d’où en prenant les logarithmes des produits 


O0 


infinis on tire immédiatement [] zn(t,)*i > [| ct). 
i=1 i=1 


Il est évident enfin que la fonctionnelle définie par le pro- 
duit n’est pas triviale. Ainsi nous avons établi que la fonction- 
nelle appartient a ©. 


Remarque. Dans les raisonnements du N° 8 nous admet- 
tions que l’ensemble caractéristique Z est dćnombrable. Dans 
le cas où il est fini on obtient, les mêmes résultats avec cette 
modification, que au lieu d’un produit infini il faut mettre un 
produit fini. Les démonstrations sont analogues, mais plus 
simples et donnent: 


(14) F(x)| =f] la(t)) |", a/>0. 


Les résultats obtenus résume le: 
Théorème 1. Pour que Fe © et F(x)20, il faut et il suffit 
que a) dans le cas ou Vensemble caractéristique Z est infini, soit 


F(x) = HE où {t} =Z et {an} est une suite arbitraire, telle 


oo 
que an>0 et X an<; b) dans le cas ou l’ensemble caracteri- 


n=1 
stique Z est fini, soit Fa) > [I letter, où a,>0 (n=1,2,...,p) 


et lą,to,...,t, forment tout l'ensemble Z. 
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9, Le signe de la fonctionnelle. 
Chaque fonctionnelle F ed on peut écrire: 


F(x) =|F(x)|-sgn F(x) 


où |F(x)|e et est une fonctionnelle non negative pour ceU(E); 
l’ensemble caractéristique pour |F| est identique avec Pen- 
semble caractéristique pour F. La forme de la fonctionnelle |F| 
est donnée par le théorème I. Il reste a déterminer la forme 
de l'expression 


(15) S(x) =sgn F(x). 


Remarquons que S(x) est une fonctionnelle multiplicative 
définie dans U(F), qui admet trois valeurs au plus: 0, 1, —1. 

Si tneZ (n nombre entier positif) et sgn æ(ta)=0, alors 
S(x)=0. Reciproquement si S(x)= 0, alors il est sgn x(ta)—0 
pour un tne Z. S'il est x,(t)-x.(t) >0 dans Z, alors S(x) = S(æx), 
parce que F(x,-)>0, done sgn F(a) =sgn F(x). 

Par conséquent S(x) dépend uniquement de la suite 
{sen x(tn)}, où {tp}==Z, S(x) est done une fonctionnelle dans 
l’espace des suites {sgn æ(t,)}, où x e A(E). 


10. La fonctionnelle réduite, 

Soit Z=Z,+-Z,, où Z, et Z, sont des ensembles fermés, 
sans points communs. Posons Ś,(1)=S(2), où Te%(E) et 
sgn z(t) == sgn x(t) dans Z, sgn z(t)=1 dans Z,. Pour chaque x 
existe un £ jouissant-des propriétés requises, puisque la distance 
des ensembles Z, et Z, est positive; la valeur de S(x) ne dépend 
pas évidemment du choix de la fonction satisfaisante aux 
conditions données. La fonctionnelle S(x) sera nommée un 
réduit de la fonctionnelle S à l’ensemble Z. 


Lemme V. 

Soient Zi, Zo... Zn des ensembles fermées, Z;:Z,—0 pour i+k, 
Z=- y Zi, soit enfin S, un réduit de la fonctionnelle S à Ven- 
a. Zi; alors 


S(x) ui Si(v) pour we UE). 


Rocznik Pol. Tow. Matem. XX. 10 
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Démonstration. Il suffit de considérer le cas dans lequel 
x(t) 0 dans Z. Solent x; (1=1,2,...,n) des fonctions x(t) WE), 
telles que a,(t)=a(t) dans Z, et a(t) -1 dans Z—Z,. Alors 


S(x) = || S(x), puisque z(t)=|fa;,(t) dans Z. De l’autre côté 
i=l i=1 


Six) — S(xi), ce qui donne le lemme. 


Lemme VI, 
Soit S(x)- sgn F(x), Feb et tye Z. Soit Z=)Z,, où Zi 
le=1 


sont des ensembles fermes, Zj-Zu - O0 pour jJ+k, Zo contient un 
seul point ty, lim Z,=Z, (dans le sens de Hausdorff). Soient 
n-> 00 
enfin Six) pour i-1,2,3,... les reduits !) de la fonctionnelle S 
aux ensembles Ź,. 
Alors existe une permutation de Vensemble des nombres entiers 
positifs (ky,ką,...,Kn,...) et existe une fonctionnelle S,(x) égale 
a sgn z(ty) ou à sgn? z(ty), telles que: 


S(x) — St) Il [Ska (©) S4,(7)]. 


Démonstration. Il suffit de considérer le cas où æ(t)+-0 
dans Z. Nous repartissons les nombres entiers positifs en deux 
classes A, et K, de la manière suivante: n e A, si S,(æ)=1 
pour toutes les fonctions satisfaisantes a la condition z(t)<0 
dans Z,; dans le cas contraire, c'est a dire si Vinćgalitć a(t)< 0 
dans Z,, implique l'égalité $S,(x) ——1 on a ne kK, Nous dé- 
finirons maintenant la permutation (k,,ka,...) des nombres 
entiers positifs. Nous posons k, =1. Si une des classes A, et A, 
est finie et contient un nombre impair des éléments alors k, 
est égal au plus petit nombre de la classe, qui ne contient pas 
le nombre 1; dans les autres cas ką est égal au plus petit nombre, 
diffórent de 1, de la classe qui contient le nombre 1. Si les 
nombres ky,ką,...,kąp, sont déjà définis, alors kopy: est égal 
au plus petit nombre entier positif non contenu dans la suite 


. U © pe >œ 
1) Les fonctionnelles S, 8ont bien définies parce que l’ensemble 
Z— Zn; — Zn, We Zn, (n, = 1) est fermé pour chaque suite finie des nombres 
Nye Nyy, D, CE qui est facile a voir. 


land 
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finie ky,...,kop, et k»,12 est égal au plus petit nombre de la 
même classe que k2,+1, different des nombres ky, kq,...,k2p41. 
Ainsi la permutation est dćfinie et nous posons 


P(x) =|] [So (x), Shy, (©) |. 


P(x) est bien défini pour tout x eX(E), à condition que 
x(to) +0: sì x(t) >0, alors a(t) >0 pour t appartenant à presque 
tous les ensembles Z,, il est donc pour è? assez grand 


[Shop (@) Salt) 1 = 1 


D’après notre definition de la permutation (ky, ko, ka...) 
cette égalité subsiste aussi pour z(ty)<0, et par conséquent 
le produit infini converge pourvu que 2(£) = 0. On voit que P(x) 
est une fonctionnelle multiplicative. Nous définirons mainte- 
nant la fonctionnelle multiplicative Sr) de la manière sui- 
vante: posons 2,(t)=—1 dans K; soit 


So(L) =sgn? z(ty), si S(T): P(to) =] 
St) =sgn x(t), si S(£o): P(x) = —1. 


Nous montrérons que S(x)= S,(@)- P(x). (Le second terme 
de cette égalité est défini même si (t9)=0, puisque alors 
S,(c) = 0). 

Supposons d’abord que x(t) >0. On a x(t) >0 dans presque 
tous les Z,. En designant par K la somme de tous les ensembles 
Zn, dans lequels on a constamment z(t)>0, nous avons 
Z=R-|- Zm Zm. Zm, (la distribution de lensemble Z 
depend de la fonction z(t)), où tous les ensembles du terme 
second sont fermés. Le réduit de la fonctionnelle S a Ven- 
semble R étant égal à 1 pout la fonetion considérée), on a en 


raison du lemme V. S(x mi | m (£). Mais (P(x) est égal au même 


produit, et S,(7)=1, le vet est donc vrai. 
. Soit maintenant x(t9)< 0. D'après le précédent il est: 


S(-2) = S,(—2),P(—2), 
ou 
S(1ę): SE) = So) So(@)- P(x): P(x). 
10* 
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Il vient de Vhypothese x(t)+0 dans Z, que tous les facteurs 
dans légalité dernière sont égaux à Z ou à —J; il est done 


S(x) —[S(&o) - So(@o) * P(10)]: Soft): P(x). 


D'après la définition de S(x) expression dans le crochet 
est égale à I pour x(to)< 0, le lemme est done démontré. 


11. La forme de la fonctionnelle S(x). 


Théorème TI. Si S(x)=sgn F(x), Fe©, alors existe un 
ordonnement des éléments de l’ensemble Z, Z= {tn} et une suite 
{Bn}, OÙ Bn=1 ou Bn=2, (n=1,2,...), tels que pour x e UE): 


(16) S(x) =sgn" x(t,)- sgn? z(tą) - I] (sen X(t2/41)- SEN L(toi42) ]Pt+2. 
i= 


Dans le cas où Z est un ensemble fini, le produit est fini, 
et si le nombre des éléments de Z est impair, on a un facteur seule- 
ment avant la caractéristique IT. 

Démonstration. Il suffit de considérer le cas où x(t) +0 
dans Z; dans le cas contraire le théorème est évident. 

Nous nous appuyerons sur le théorème, que pour chaque 
ensemble dénombrable existe un nombre ordinal a, tel que 
la dérivée de cet ensemble de l’ordre a cst un ensemble fini, 
non vide. 

La démonstration sera faite par induction transfinie: on 
vérifiera que le théoreme est vrai lorsque le nombre a pour 
l’ensemble Z est égal à 0, puis en le supposant vrai pour les fonc- 
tionnelles dont les ensembles caractéristiques ont les dérivées 
finies, non vides de l’ordre &, où é<y, on montréra que le 
théorème reste vrai, lorsque l’ordre de la dérivée finie, non 
vide de l’ensemble Z est égal a y. Dans le cas a= 0, on obtient 
immédiatement notre théorème du lemme V., et du fait que, 
si Z contient un seul point t, alors S(x) est égal à sgn æ(t,) 
ou sen? z(t) suivant que S(x) est négatif ou positif pour x(t, )< 0. 

Supposons done, que le théoreme soit vrai pour toutes les 
fonctionnelles dont les ensembles caractéristiques ont une 
dérivée finie, non vide d’ordre M È< 3% ct que l'ensemble Z 
a une dérivée finie d’ordre y, contenante q points (q>0). L’en- 
semble Z étant fermé et dénombrable, il peut etre partagé 
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en des ensembles fermés Z,,Z.,...,Z, dont chacun a la dérivée 
d'ordre y composée d’un seul point. Désignons les réduits de 
la fonctionnelle S(x) aux ensembles Z, par S(x). On voit qu’il 
suffit de démontrer le théorème dans le cas où la dérivée 
d’ordre v de l’ensemble caractéristique contient un seul point: si 


(J) 20) 
S,(c) = sgn“! a(t”) - sgn”? X( af). )- [I [sen æ(t 1) - ‘sen USA NUE 


pour j)=1,2,...,g, alors en raison du lemme V.: 


Cj) 
S(x) = =f (sen? wE sen”? DI (1°). TI (sen z( (41) - sgn z(tyj I) 


d’où on tire immédiatement le théorème parce que 1° l’ex- 
pression du second terme peut être écrite comme un produit 
infini simple; 2, en permutant un nombre fini des facteurs 
sgnfnx(t,) on obtient la forme de (16). 

Nous supposons donc que la dérivée d’ordre y de l’ensemble Z 
contient un seul point tę. L'ensemble Z—(ty) sera reparti en 
une famille dénombrable des ensembles fermés {Z,}, dont 
chaques deux sont disjoints, de la façon suivante: 

1° si y — 1, alors chaque ensemble Z, contient deux points 
de Z— (tło); 2° si y>1; alors on prend une suite des nombres 
{nts Tn > 0, Tp 0, tels que si te Z, alors (t,t) rn (n = 1,2,...). 
Telle suite existe, puisque dans le cas contraire l’ensemble Z 
serait indénombrable. Z, soit l’ensemble de tous les points 
de Z, tels que r„<(t,to)<Tn_1, (ro— ©). Puisqu'il est y >1, 
donc il y a une infinité des ensembles Z,, qui contiennent une 
infinité des points. Par conséquent on peut réunir chaque 
ensemble Za vide ou fini à un ensemble Z, infini, opérant 
toutefois de cette facon que deux ensembles Z différents 
soient réunis a des ensembles Z, différents. La famille dé- 
nombrable, obtenue par cette opération forme la suite des 
ensembles {Zn}, que nous allions définir. Il est éssentiel pour 
les raisonnements suivants, que tous les ensembles Z, sont 
ou infinis ou contiennent un nombre pair des éléments. Il 
est facile à voir que 1° les ensembles Z, satisfont aux condi- 
tions du lemme VI; 2° chaque ensemble Z, a une dérivée finie 
d’ordre inférieur a y. 
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Les éléments de l’ensemble Z, serons désignés par (4”,14",... 
(cette suite peut étre finie, elle est composée alors de deux 
éléments). 

SA(x) aient la meme signification que dans le lemme VI. 


En raison de l'hypothèse admise il est pour n=>l: 
e in) 


Remarquons qu’il est S,(—1)=1, ou S,(—1)=—1, suivant 
que Bo) — 6), ou f+ pw., Le lemme VI donne: 


Sla) = Sola): I] Siy 2)“ Śk,(0)]. 


Vu la définition de la permutation ki, Ko... dans la démon- 
stration du lemme VI, on a pour 7>2: 


Pz) -+ pezio + plod + p= (mod 2). 


Par conséquent on peut écrire pour >: 


Sy (T) Say) L [sgn 2(7%,,)-sgn x(t, , je, 


où les ry,ry... sont des éléments convenablement ordonnés 
de l’ensemble Zro pa Zi, et ep) sont égaux à I on 2, 


Il est aussi: 
KU Mm 
Nk, (T) Sr (T) = sgn 1 x(t} en (rl ) 
| (1) 
| (1) | 1 e) 
[Es L(T2j41) Sgn 2( 13/+-2)] Pe. 
Nous avons done: 


| Dm U) (i) 
S(v) = St): sgn! x(Ti )- sgn (rs): 


(A 
Il Il [sgn atopy) spn xu( ty +2)] 4, 
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ou en posant 


| of!) CO F 800 
[sgn (rf, ,)-sgn r(r$, =g), Pla): II JI (a) 


on obtient 
AN AN) 
S(x) = S(x): sgn! z(r) :sgn ? z(zW): P(x). 


Les éléments de la suite a double entrée tny (x ); forment 
une suite simple, si l’on prend un après mie les éléments 
pour lequels il est 4 +9--2,3,4,... Les éléments de cette suite 
serons désignés par 7,,(@). 


Nous disons que P(x) [| rin(æ) 
1 


En effet la fonction x(t) étant continue, elle est du meme 
signe que (to) dans presque tous les ensembles Zó,,,-- Zro 
il est donc pour presque toutes les valeurs de è ny (©) =1, 
(j = -1,2,3,.. .). 


Le produit I] | nP (x) étant convergent pour chaque 1, done 
j=! 
la valeur de 4 étant donnée, un nombre fini seulement des 


facteurs (x) satisfait à l'égalité n (2) -—]. Par conséquent 
cette égalité subsiste pour un nombre fini des couples (2,7), 


ce qui donne P(x)= || Nn(T)- 
n=1 


Nous avons S,(x@)--sgnx(to), OU €p=l, ou €, —2. Il est 
done 


(1 7) N(x) = sen fo L(T) sgn*! LT son‘ X(T.) | 
jk | [SEN X(T2i+1): SEN T(T2i-1 )] +2 


OIL Tos Tis Tos + SONË des éléments de l’ensemble Z convenablement 
ordonnćes, To est identique avec tọ, e, égal à Z ou 2. 
Il s’agit de ramener expression (17) à la forme (16). 
Supposons d’abord qu'il a y une infinité des exposants 
satisfaisants à e» =2. La valeur du produit infini ne sera pas 
changée pour x(t)+0 dans Z, si Pon enlève tous les facteurs 
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pourvus de l’exposant 2. Deux au moins des nombres £p, &, €p 
sont égaux; on réunit les sgn a(t) corréspondants en un couple 
et on met le facteur obtenu sur la premiere place libre dans 
le produit infini. Le troisième sgn x, qui figurait avant la ca- 
ractéristique JJ et un sgn 7, appartenant a un facteur enlevé 
restent avant la caractćristique /7 et on remet tous les autres 
sgn z, réunis arbitrairement en des couples, dans le produit 
infini. Ainsi on parvient a la formule (16). 

Supposons maintenant qu’il est e,=1 pour presque toutes 
les valeurs de n. {Un} soit alors une suite des entourages du 


point tọ telle que Un4:C Un et || Un= (to). Nous disons que 
n=1 


pour chaque n existe un indice m =m(n), tel que tome Un 
et Tom+2 € Un et Emq2 1. En effet d’après les hypothèses ad- 
mises existe une infinité des indices 7 pour lesquels taie Un, 
Exo =1. S'il existait une infinité des indices 4, tels que &;:2 -1, 
et un seulement des points 72/41) T2:+2 appartenait à lentou- 
rage Un, on pourrait définir une fonction x(t), z(t)+0 dans Z, 
telle que [sgn x(72/+1)-Sgn Lz42)f t? =—1 pour une infinité 
des indices 4, ce qui est en contradiction avec la convergence 
du produit infini dans (17). Par conséquent existe une suite 
infinie des nombres entiers positifs 2p,- 1, 2p,--2, 2m + 1, 
2P + 2,... telle que Ep2 — 1, Tpi Flos T2p +2 to. 

Posons maintenant {,—7t,, pour n ne figurant pas dans 
la suite définie (n>3) en conservant les exposants respectifs. 

Parmi les nombres &, £s €p,+2, il y à au moins deux égaux; 
désignons la valeur commune de ces nombres par fp,+2, et les 
points correspondants par top +1, t2p,+2; ils restent encore deux 
de points To, Ty; Toy T2p, +13 ON les désigne par tı, t,, et les expo- 
sants Pis fa, sont égaux à e, correspondants, si 4 =: 1,2,..., p; + 2, 
où à 3—ey pour le point Tọ; nous posons enfin top, +1 = Top, , +2, 
top +2 = Topi et Pp 51, pour Ł>2. 

Il est & noter que tous les points ont conservés leurs expo- 
sants à l exception du point tę, pour lequel nous avons changé 
l ćxposant e, en 3—e. Nous disons qu’on a avec les notations 
introduites la formule (16). Pour le démontrer considérons 
les produits: 
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P,=sgn" z(ry): sen! x(t): sgn”? z(Ta) : 


+ [] [sgn z(ren)*sgn &(72142)1"#, 
= 


n 


Ta =sgn*! x(t) sen’? z(t.) - [| [sgn x(t2;+1) sgn a(te+2)] 2, 
i=1 


où n=p,. Soit k=k(n), le plus grand nombre tel que p,< n. 
Il est alors P,-P,- sgn z(ty):Sgn æ(t»p,+2). Mais pour no, 
k—>oo, donc Tə >lo, et la fonction a(t) étant continue et 
x(t)+0 on a P,-P,—+1, ce qui démontre le théorème. Ainsi 
la démonstration du théorème II est terminée. 


Il est évident qu’on a aussi le théorème reciproque: 


Théorème III. Si S(x) est defini par la formule (16), en 
admettant que l'expression du terme second cst bien définie pour 
chaque fonction de U(E), alors existe une fonctionnelle F e ©, 
telle que S(x) = sgn F(x). 


Remarque. 1° Il y a une différence essentielle entre les 
fonctionnelles, pour lesquels il est dans (16) fi =f; et celles 
pour lesquels on a ff. Les premieres sont positives, les 
autres négatives pour la fonction identiquement égale a —1 
dans Z. 

20 On pourrait rayer dans la formule (16) tous les facteurs 
pourvus de Vexpcsant 2, si Pon demandait que la formule 
Subsiste seulement pour les fonctions non nulles, dans un 
point de Z. Si elle doit rester vraie aussi pour les fonctions 
nulles dans quelque point de Z, on doit laisser tous les facteurs, 
parce que la présence d'un facteur nul est nécessaire, le produit 
des facteurs non nuls pouvant alors diverger. 


12. Unicité de la représentation de la fonetionnelle. 


Nous étudierons la question, si une fonctionnelle F e% 
admet une representation unique au moyen d’un ordonnement 
des éléments de l’ensemble Z. de la suite {an}, (du théorème I) 
et de la suite {£a} du théorème Il). 

On tire de la définition de l’ensemble Z, que cet ensemble 
est determiné univoquement pour une fonctionnelle donnée F. 
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co 


Supposons que = let fl ler), où {en} et {25} 


t 


oc 
sont deux arrangements de l’ensemble Z, a,>0, a;>0, Y a<, 
i=l 


Durs oo. Il est évident que les arrangements {tn} et {ta} peuvent 
I= 


être différents, parce que les produits infinis convergent abso- 
lument. 

Nous montrérons que égalité t,=ły implique la rela- 
tion a+= a}. 

Soit Z” la dérivée d'ordre y de l’ensemble Z, (y un nombre 
ordinal, Z°-- Z). Mettons A, 02%, Soit È le plus 
petit nombre ordinal tel que il existe te Ze, satisfaisant 
à tt; et ag + a;. On peut trouver un entourage U du point t, 
contenant (outre le point t) seulement ces points de l’ensemble Z 
qui appartiennent a un Z,, où y< é. Prenons une fonction x(t), 
telle que 0<x(t)<1 dans U et «(t)=1 dans CU. Alors: 
LF(æ)| = [] let) [lets done |a(t,) | =|a(t/)|%, et par 

teU t,eU 


conséquent az a; Contrairement à l'hypothèse admise. 

Nous avons donc prouvé que à chaque élément de Z cor- 
respond un exposant a bien determiné, indépendant de l’ordon- 
nement de l’ensemble Z. 


Supposons maintenant que: 
‘ jA > 64 By r i Bite 
Sen F(a) = sgn”! z(t,) -sgn ?e(t,) - [] [sgn z(taj+1) sen Dlt) 2 
i=1 


-= sgn“! x(t) sen’? (t2): ff (Sgn x(t2,41)-Sgn D (taipa) 2. 
i=1 


Nous admettons done, que nous avons deux représenta- 
tions de sgn F(x) avec le même ordonnement de Z. 

Nous montrérons que 8,=$5, pour À —1,2,3,... 

Soit È le plus petit nombre ordinal de la propriété, qu’il 
existe un nombre k tel que 24#% et fx correspond à un 
point tp, tp € Zi. 

Soit U un entourage du point tp, défini comme dans le raison- 
nement précédent, avec une condition supplémentaire que 
CU-U-Z=0. Prenons une fonction x(t) telle que x(t) 0 dans U 
et æ(t)>0 dans CU. Par un raisonnement analogue au pré- 
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cédent on parvient a la conclusion que f;=-p, contrairement 
a l'hypothèse admise. 

Nous avons done démontre que les exposants 5, sont bien 
determinés, si l’ordonnement de l’ensemble Z est donné. 

I] est impossible de généraliser ce resultat, comme on voit 
de l'exemple suivant: 

Nous prenons comme espace E le segment <0,1>; comme 
l’ensemble Z on prend l’ensemble composé de points dont 
les abscisses sont: 0,1, (4)", 1—(4)", où n=1,2,3,... Soit: 


sen F(x) = sgn? x(0)-sgn? z(1): I] [sgn z((4)2—') sgn x((4)%)]. 
i=! 
‘(sgn x(1—(3)”7)-sgn z(1— (3)*)]. 


Il est évident que cet produit infini est bien défini pour 
chaque fonction continue dans <0,1>. Nous disons qu'il est: 


sgn = ) =sgn x(0)-sgn x(1)-sgn z(+Ł) : sgn x(3)- 
I] [sgn 2((4)2) sn z(4)771]-sgn 2(1-(3)%)-sgn o(1-(1)?4)] 


Aussi ce produit infini est bien défini pour chaque fonction 
continue dans <0,1>. Pour établir légalité de deux expressions 
pour sgn F(x) désignons par P,(x) et P,(x) les produits partiels 
obtenus en remplacant la limite supérieure de la multipli- 
cation co par n. On a pour æ(t)+0 dans Z: 


P,,(x) - P,(x) = sen z(0) -sgu z(1) :sgn z((4)27F1) -sgn z(1—(3)7""). 


La fonction a(t) étant continue dans <0,1> il est 
P,(x)-P,(x)—1, done P,(x)—P,(x) pour des n assez grands, 
ce qu'il fallait démontrer. 

Grâce à deux différents ordonnements des éléments de 
l’ensemble Z nous avons trouvé deux representantions de 
sen F(x), telles que aux points 0 et 1 correspondent une fois 
les exposants J, autre fois les exposants 2. 


13. La forme générale d’une fonctionnelle. | 
Les resultats trouvés sont résumés dans le théorème suivant: 
Théorème IV. Pour que Fe, il faut il suffit que 1° existe 


un ensemble Z, non vide, fini vu dénombrable et fermé, ZCE; 
20 existe un arrangement des éléments de l’ensemble Z: t,, to, tg, .--; 
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oo 
3° existe une suite {an}, an>0, Nan<o0; 4° existe une suite 
|| 


{Bn}, Pn—1 ou Bn=2 tels que: q 
Le +] oo A 
F(x)=[]lx(t,) WE sgn"1r(t) sen” olto) Il [sgn X(to+1) sgn 2(toj42)] t? 
i=1 i= 


pour tous les x e U(E), avec cette restriction, que si Z est un en- 
semble fini, on doit remplacer les deux produits infinis par les 
produits finis avec etant des facteurs, combien de points contient 
l’ensemble Z; le nombre an est determine unwoquement par la 
fonctionnelle F et le point tn, le nombre Bn est determine univo- 
quement par la fonctionnelle F. le point t, ci Varrangement de 
l'ensemble Z en la suite {tn}. 


SUR L’UNICITÉ DES INTEGRALES DE L’EQUATION 
DE CLAIRAUT, MODIFIEE 


Par T. WAŻEWSKI et J. SZARSKI (Kraków) 


Considérons l’équation différentielle ordinaire de la forme: 


(1) y" = f(2, y) 


et supposons que la fonction f(x,y) soit continue dans un 
rectangle: 


(2) [T— tol<a; |y—Yol<b. 


Une équation de la forme (1), définie dans un rectangle (2), 
sera appelée l’équation de Clairaut, modifiée, si par tout point 
du rectangle (2) il passe une droite dont la partie commune 
avec le rectangle (2) est l’intégrale de cette équation. Une 
telle droite sera appelée droite-integrale. 

Nous allons démontrer le théorème suivant sur les éauations 
de cette espèce. 


Théorème. Une équation de CLATRAUT, modifiée ne possède, 
dans le rectangle où elle est définie, d’autres intégrales que 
ses droites-intégrales. 


Démonstration!) Remarquons d’abord que deux inté- 
grales de léquations (1) issues d’un point P du rectangle 
(2) ont forcément la même tangente en ce point. Il en résulte 
que deux droites-intégrales de l'équation (1) ne peuvent pas 
se couper en un point du rectangle (2). 

Pour démontrer notre théoréme il suffit de prouver que si P 
est un point quelconque du rectangle (2), alors toute intégrale 


1) La demonstration que nous présentons est de caractére géomé- 
trique. Une autre démonstration de caractére analytique, mais un peu 
plus compliqués, a été donnée d’abord par M. Wazewski. 
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issue de ce point est identique a la droite-intégrale passant 
par ce point. 

Supposons, par impossible, qu’il n’en soit pas ainsi pour 
un point P du rectangle (2). Il existerait alors une integrale I 
issue de ce point qui ne serait pas identique à la droite-inte- 
grale p passant par ce point. Il existerait done un point Q 
de l’intégrale I qui ne serait pas situé sur la droite p. Suppo- 
sons, pour fixer Pattention, que Q soit situé a droite du point P 
et au-dessus de p?). Nous pouvons supposer en plus que la 
portion de I entre le point P et Q soit située au-dessus de la 
droite p. Dans le cas contraire, on remplacerait le point P 
par le point P’ en lequel Pintégrale I envisagée a gauche de Q 
coupe la droite p pour la premiere fois. Soit l la droite joignant 
les points P et Q. Cette droite est évidemment différente de la 
droite p et la coupe en P. H existe sur la droite J un point R 
(qui peut d’ailleurs coincider avec Q) différent de P et tel que 
la portion de I entre les points P et R est située au-dessous 
de la droite l. Ceci est évident, puisque autrement il existerait 
sur I une suite de points situés au-dessus ou sur la droite I 
et convergeant vers P et la tangente a I en P serait par conse- 
quent diffćrente de la droite-intégrale p, ce qui est impossible 
d’apres la remarque au début de la démonstration. 

En vertu du théoreme de LAGRANGE il existe, sur la portion 
de I entre P et R, un point S tel que la tangente u J en ce 
point est parallèle a la droite l. Cette tangente t est évidem- 
ment la droite-intégrale passant par S et coupe la droite p 
en un point 7 dont l’abscisse est supérieure a celle du point P 
et inférieure a celle du point Q (puisque le point S est situé 
au-dessous de l et au-dessus de p). Le point T appartient par 
conséquent au rectangle (2). Nous sommes ainsi conduits 
a la conclusion que le point d’intersection de deux droites- 
intégrales p et t appartient au rectangle (2), ce qui est impos- 
sible, comme nous l’avons remarqué au début de la démon- 
stration. Notre théorème est ainsi démontré. 


— ZL AZ NN A EE — 


7) On démontre d'une façon analogue que d’autres cas qui peuvent 
se présenter (Q à gauche de P et au-dessus de p, ainsi que Q au-dessous 
de p et à gauche ou bien à droite de P) conduisent à la contradiction. 
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Interprétation géométrique. 

Du point de vue géométrique le résultat que nous venons 
d'obtenir peut être formulé sous la forme suivante: 

Si une famille de droites dans le plan jouit de la propriété 
que par chaque point d’un rectangle il passe une seule droite 
de la famille, alors cette famille n’admet pas d’enveloppe 
dans ce rectangle. 


Remarque. Considérons une équation de CLAIRAUT ©. a. d. 
l'équation de la forme: 


(3) y = XY + gly’). 


On sait que pour tout c pour lequel la fonction g(t) est 
définie la droite de la forme: 


(4) y= cx + gle) 


est une intégrale de l’équation (3). 

Supposons que dans un rectangle (2) Vequation (3) se laisse 
écrire sous la forme (1). Ceci étant, il résulte de notre théoreme 
que l’équation (3) n’adment pas d’autres intégrales dans le 
rectangle (2) que les segments des droites (4) situés dans ce 
rectangle. 


Problème dans l’espace à trois dimensions. 
Il se pose le problème suivant: 
Considérons le système de deux équations ordinaires: 


(5) y = f(a, Y, 2), 
2 = g(2, Y, 2). 


Supposons que les fonctions f(x,y,z) et g(a, y, 2) soient 
continues dans un parallélépipède: 


(6) lex, | <a; |Y—Yyo|<b; |z—2|<E 


et que par chaque point de cet ensemble il passe une droite 
dont le segment situé dans cet ensemble soit l'intégrale du 
systeme (5). 

Est-ce quil existe alors, dans le parallćlćpipede (6), une 
intégrale de (5) qui ne soit pas identique a un de ces segments? 
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On peut formuler un probleme géométrique analogue 
sous la forme suivante: Supposons qu’on ait dans l’espace 
a trois dimensions deux domaines plans, homéomorphes, 
situés respectivement sur deux plans //, et ZM, horizontaux 
a l’axe x. Joignons les points homologues de ces domaines 
par des segments rectilinéaires et supposons que deux segments 
différents ne se coupent jamais en un point situé entre les 
plans 17, et /7,. Est-ce qu'il existe alors une courbe située dans 
l’ensemble composé des points de ces segments qui soit tangente 
en chaque point au segment passant par ce point et qui ne soit 
pas, elle-méme, identique a un de ces segments? 


SUR UNE PROPRIETE ASYMPTOTIQUE 
DES INTEGRALES D'UN SYSTEME D'EQUATIONS 
DIFFERENTIELLES ORDINAIRES 


Par J. SZARSKI (Kraków) 


I. Considćrons le systeme d’équations différentielles ordi- 
naires: 


(1) Yi= MAT; Yay +++ Yn) (1 =1,..., m). 


Soit E un ensemble dans l’espace de points (4, Yyy: Yn) 
a (n +1) dimensions tel que: 


1°. La projection de l’ensemble E sur l’axe x est l’inter- 
valle: 


(2) OS T< + w. 


2°. Toute section de l’ensemble E par un plan x = a quel- 
conque (a>>0) est un continu borné et possédant des points 
intćrieurs. 


3°. Toute portion de l’ensemble E entre deux plans æ = a, 
et ©—a, quelconques est fermée et bornée. 


Supposons que les fonctions //(2, y,,..., Yn) Soient continues 
dans un ensemble ouvert (2 contenant l’ensemble E et que 
les intégrales du systéme (1) jouissent de la propriété suivante: 

(a) Si P(Z,%,...,9n), où £>0, est un point appartenant 
à la frontière de l’ensemble E, alors pour toute intégrale du 
système (1) issue du point P il existe un nombre positif h, 
tel que l'intégrale envisagée dans l’intérvalle (—h,%) est 
située à l’intérieur de E et envisagée dans l'intervalle (7,2 -+ h) 
elle est située à l'extérieur de E. 

Rocznik Pol. Tow. Matem. XX. 11 
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Ceci étant supposé on a le theoreme suivant: 

L'ensemble F de points P appartenant a la section de Ven- 
semble E par le plan x= 0, et tels qu’il existe une integrale du 
système (1) issue du point P, definie dans l’intervalle (2) et située 
dans l’ensemble E, est un continu ou bien se réduit a un scul 
point, 

Nous allons démontrer ce théorème dans le cas où la fron- 
tiere de l’ensemble E est une surface de révolution. Nous 
n’envisageons ce cas particulier que pour fixer l’attention. 


II. Nous adoptons des hypotheses suivantes: 


Hypothèses M. Supposons que les fonctions f(z, y,,..., Yn) 
soient continues dans un ensemble ouvert 2 contenant l'en- 
semble défini par les inégalités: 


n 


(3) 0<e<+00;. > ly? STylr)]? 
j=! 


où la fonction y(x) est positive et dérivable dans l'intervalle (2) 1). 
Supposons en plus que pour tout point de la surface: 


n 


(4) 2 (v)? =ly(")F, 
j=l 
on ait l’inégalité: 
(5) ŻY: HG Hayes Yn) > yl2) * y) 2). 
j=1 


III. Désignons par S, la section de l’ensemble (3) par le 
plan z=», c. à. d. l’ensemble défini par les relations: 
(6) c=; Zu) <lyl(x)]? (80) 
j=! 
et soit F l’ensemble de points P appartenant à la section S, 
et tels qu'il existe une intégrale du systeme (1) issue du point 
P, définie dans l'intervalle (2) et située dans l’ensemble (3). 


1) On voit aisément que l’ensemble (3) satisfait aux hypothèses 1°, 2°, 3° 
(ef. l’alinéa I). 

2) Le sens géométrique de l’inégalité (5) est (comme il apparaîtra 
plus loin) que les intégrales du système (1) jouissent de la propriété (a) 
(cf. l’alinéa I) par rapport a l'ensemble (3). 
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Théorème. 

Les hypotheses H étant remplies, l’ensemble F est un 
continu ou bien se réduit à un seul point. 

Nous allons effectuer la démonstration de notre théorème 
en démontrant les deux propositions suivantes: 

Dans les hypothèses H: 

(8) Toute intégrale du système (1) issue d'un point appar- 
tenant à l’ensemble (3) et prolongée à gauche du point initial 
est située dans l’ensemble (3) jusqu’à ce quelle coupe la 
section Np. 

(y) Pour tout v, l’ensemble F, de points de la section S, 
situés sur des intégrales du système (1) issues des points de la 
section S,, est non-vide, fermé et connexe. 

Nous terminerons ensuite la démonstration en prouvant que: 


(7) Fas fj i. 
v=0 

IV. Demonstration. 

Ad. (£). Nous démontrerons d’abord que, dans les hypo- 
theses H, les intégrales du systeme (1) jouissent de la pro- 
prietć (a) (cf. l’alinéa I) par rapport à l’ensemble (3). 

Soit, en effet, P(Z,%,,..-, Yn), Où £ > 0, un point de la frontière 
de l’ensemble (3), c. à. d.: 

(8) E>0; S= MR. 
i j=! 

Soit y,= y(x) une intégrale quelconque du système (1) 
issue du point P, c. a. d. remplissant les égalités: 

(9) yT) = Yi UD 

En vertu des hypothèses H et des relations (8) et (9), nous 
avons: 


d n 
(10) T |2 a (10)? | >0. 
=] x=x 
I! s'ensuit qu'il existe un nombre positif h tel que: 

(11) 2 wlz)? <[y(a)? pour Z—h<x<%. 

J=1 
(12) 2 Ge) > [y(2)}? pour T<æ&<T+h. 

J=] 


11* 
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Ceci prouve que la condition (a) est remplie par rapport 
a l’ensemble (3). 

De la propriété (a) qui vient d’être établie il résulte immé- 
diatement que toute intégrale du système (1) issue d’un point 
P(X, Yi. Yn), (Où ©>0), appartenant à l’ensemble (3) et en- 
visagée dans un voisinage suffisamment petit à gauche du 
point initial est située à l’intérieur de l’ensemble (3). 

Supposons maintenant que la proposition (f) ne soit pas 
vraie pour un point PÈ, Tue 9 n) appartenant à l’ensemble (3) 
et pour une intégrale y;=7;(2) issue de ce point. Mais puisque 
toute intégrale du système (1) issue d’un point de l’ensemble (3) 
se laisse prolonger à gauche du point initial jusqu’à la fron- 
tière de l’ensemble (3)°), il en résulterait que l'intégrale 7,(z) 
coupe la surface (4) en un point à gauche du point P. Soit 
alors È le premier point z à gauche de £ tel que: 


(13) S GT) = [y(#)P. 
j=1 
Nous avons évideniment: 
(14) z> 0 


puisque autrement la proposition (8) serait vraie pour l’inté- 
grale 7;(x). D’autres part, d’après la définition de Z, on a: 
(15) S G< pour F<2<F. 
j=l 
Les relation (13), (14) et (15) étant en contradiction avec 
la propriété (a), la proposition (8) est done démontrée. 


Ad. (y). 


è 1. En vertu de la proposition (8) l’ensemble F, est non- 
vide. Nous démontrerons maintenant qu’il est fermé. 

Soit, en effet, P, (4 = 1, 2,...) une suite de points apparte- 
nant à F,, convergeant vers un point P°. Le point P’ est évi- 
demment situé sur la section S,. Il suffit done de prouver 
qu'il existe une intégrale du système (1) issue de P° et coupant 
la section #,. 


3) E. Kamke: Differentialgleichungen reeller Funktionen. Leipzig 
1930, p. 135, Satz 2. 
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Or, d’après la définition de l’ensemble F, (cf. Valinéa III, (y)), 
il existe pour tout point P, une intégrale y; = y#(x) issue d'un 
point de la section S,, coupant la section Sọ au point P, et 
située (en vertu de la proposition (8)) dans l’ensemble (3) 
pour 0 <x < v. La portion de l’ensemble (3) entre les sections S, 
et S» ćtant fermée et bornée et toutes les intégrales y; y” (x) 
étant situées, pour 0<w<v, dans cette portion, on peut 
extraire*) de la suite y”(x), (u =1,2,...) une suite convergeant 
vers une intégrale y;,=y/(«) qui est située dans l’ensemble (3) 
pour 0=æx=v, coupe la section S, et rencontre la section So 
en point limite de la suite P, c. à. d. en point PO. Cela prouve, 
d’après la définition de l’ensemble F, (cf. l’alinéa III, (y)), 
que P° appartient a F,, donc F, est fermé. 

§ 2. Pour simplifier l'énoncé d’un lemme que nous allons 
démontrer tout à Vheure, nous introduirons la définition sui- 
vante: 


Définition. Nous dirons que deux ensembles G, et G, 
se laissent joindre dans lensemble G par une chaine finie 
a l’écart e (où €>0), si, pour chaque couple de points P, et P, 
dont l’un appartient a G, et l’autre a G,, il existe une suite 
finie de points appartenant a G telle que P, en soit le premier 
et P, le dernier terme et que la distance de deux points con- 
sécutifs soit inférieure 4 e. 

Désignons par GQ l’ensemble de points de la section So 
situés sur des intégrales issues du point Q appartenant a S.. 

Nous dćmontrerons a present le lemme suivant: 


Lemme. Pour tout e>0, il existe un 6>0, tel que lors- 
que Q et Q appartiennent a O, et: 
(16) e(Q, Q)<4°) 
alors les ensembles G3 et Gi se laissent joindre dans l’en- 
semble F, par une chaîne finie à l'écart e. 


x 
1) On a en effet: yf(x)= a (x, yi (x),.--, yi(a))dr, pour O<r<». 


Les fonctions f, étant bornées dans % portion de l’ensemble (3) entre les 
sections S, et Ś,,, il en résulte que les fonctions de la suite y''(z), (u =1,2,...) 
sont également continues dans l’intervalle [0,v]. Ceci permet d'extraire 
de la suite y}(x) une suite. convergeant dans [0,»] vers une intégrale de (1). 


5) o(Q, Q) désigne la distance des points Q et Q. 
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En effet, s’il n’en était pas ainsi, il existerait un €, >0 
et deux suites Q! et Q}, (u =1,2,...), de points de la section S, 
telles que: 


(17) lim Q} = im Q? = Q°. 
1100 ua 
(Q° étant un certain point de if. section S,), et que les ensembles 


G et Co ne se laissent pas joindre dans F, par une chaîne 


mie a pese E Soient alors C} et C3, (u = 1,2,...), deux inté- 
grales du a (1) issues respectivement des points Qi, 
et Q}. Désignons par Pi et P? leurs point d’intersection avec 
Si (cf. la proposition (f)). On a d’après la définition des en- 
sembles GZ: 
(18) Pe Ga i Ped 8), 

Les intégrales 0! et C? étant situces, pour 0 =<% = », dans 
la portion de l’ensemble (3) entre So et S, (cf. la proposition (B)), 
nous pouvons supposer (cf. note ?)), en prenant au besoin 
deux suites partielles et en les désignant encore par C! et 02, 
qu'on ait: | 


(19) lim CI = C! 
(20) an C2 — (? 
uso À 


ou C! et C sont deux intégrales du système (1) issue (en vertu 
de (17)) du point Q°. Soient P! et P? leurs points d intersection 
avec S, (cf. la prop. (8)). On a évidemment: 


(21) Pre GQ 5 PRG: 
(22) lim P! = PL; „lim P2 = P2. 
oe a 14 00 


Des relations (22), il résulte que pour un yw suffisamment 
grand on a: 


(23) Ba teeta P?) <er 


Tout ensemble GQ étant, d'après le théorème de M. KNESER, 
fermé et connexe, il résulte de (21) que les points P! et P? 
se laissent joindre par une chaîne finie à l’écart e, de ports 


6) PeG veut dire que P fait partie de l'ensemble G. 
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4 i à È A 1 ) 4 
appartenant a Gy. De meme, tout point de l’ensemble da 
© e ee . 1 A 
se laisse joindre avec le point PT par une chaîne analogue 


de points appartenant à Gj et tout point de l’ensemble Gg 
M A 
se laisse joindre avec le point pi par une chaine analogue 


de points appartenant a Ga. Il s'ensuit, en vertu des inéga- 
u 
lités (23), que tout point de l’ensemble G, se laisse joindre 
jA 
avec tout point de l’ensemble Ge par une chaîne finie 


a 
à Pócart £o, de points de l’ensemble GQ -+ 6-,+ Gé: qui est 
4 M 


évidemment contenu dans F,. Ce résultat se trouvant en con- 
tradiction avec la supposition faite au début de la démon- 
stration, le lemme est ainsi démontre. 


§ 3. Pour démontrer que l’ensemble F, est connexe il 
suffit de prouver que, pour e>0 donné d’avance, chaque 
couple de points P’ et P” de l’ensemble F, se laisse joindre 
par une chaîne finie a l’écart eg, de points appartenant à F,. 

En effet, désignons par Q’ et Q” les points de la section S, 
situés sur deux intégrales issues respectivement de P’ et de P” 
(cf. la def. de l’ensemble F,). Soit 6 >0, un nombre correspon- 
dant à €, en vertu du lemme. L'ensemble $, étant évidemment 
fermé et connexe il existe une suite finie Q’, 0,,...,0,, Q” de 
points appartenant a $,, telle que la distance de deux points 
consécutifs est inférieure a ô. Il résulte alors du lemme que 
deux ensembles consécutifs de la suite: 


Ga, m. a: 


Go Quo 


se lalssent joindre dans F, par nne chaîne finie a l’écart e. Il 
existe done en particulier pour les points P’ et P” (ces points 
appartenant respectivement a Gz, et G?,) une chaîne dont 
il fallait démontrer l'existence. 


Doi 


§ 4. La suite d'ensemble F, étant évidemment décroissante 
et F, étant (comme nous venons de le démontrer) non-vide, 


fermé, borné et connexe, il s’ensuit que l’ensemble |] F, est 
v=0 


un continu ou bien se rćduit A un seul point. 
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Nous avons évidemment: 


(25) FC [] F,. 
Pour terminer la démonstration de notre théoréme il reste 
done a prouver que: 


(26) [/ F.CF. 


Soit, a cet effet, P un point quelconque de l’ensemble || F,. 
peed 


Puisque P appartient, par hypothese, a tous les F,, il existe 
une suite d'intćgrales C” (v = 1,2,...) issues de ce point, telles 
que l’intégrale C” est définie dans Vintervalle [0,v] et située 
dans l’ensemble (3) pour 0 <@< ». 

Nous construirons une suite partielle C% par la méthode 
diagonale de la façon suivante: 

Nous posons C“— C1. De la suite (C?, C’,...) on peut extraire 
(cf. note 3)) une suite partielle (# convergeant dans l'inter- 
valle [0,2] vers une intégrale issue du point P et située dans 
l’ensemble (3) pour 0<x<2. Nous posons C%-C%. Nous 
extrayons ensuite de (C*:,C*,...) une suite partielle CC, con- 
vergeant dans lintervalle [0,3] vers une intégrale issue du point P 
et située dans l’ensemble (3) pour 0<x< 3, et nous posons 
C% — Ci. Les intégrales limites des suites (0%, C™,...) et 
(C8, C®%,,...) sont évidemment identiques dans l'intervalle 
[0, 2]. 

En répétant ce procédé une infinitć dénombrable de fois 
nous aboutirons à une suite partielle C% convergeant dans 
l'intervalle (2) vers une intégrale issue du point P et située 
dans l’ensemble (3) pour tout x appartenant à Pintervalle (2). 
Cela prouve que P eF, ce qui termine la démonstration de Pin- 
clusion (26). 


SUR UN PROBLÈME D’INTERPOLATION RELATIF 
AUX ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES 


Par M. BIERNACKI (Lublin) 


$ 1. Je me propose d'étudier dans ce travail le probleme 
suivant: Etant donnée une équation différentielle linéaire et 
homogène a ccefficients constants: 


(1) YO Lange D LE + dy = 0 


reconnaitre, d’après les racines de son équation caractéri- 
stique: 


(2) Sa, iS" +... 4 420 
sil existe toujours une intégrale de (1) qui prend en k points 
arbitraires (l= k <n) des valeurs égalements arbitraires. S'il 
en est ainsi je dirai que l’équatien (1) est du type Z, (léquation 
ym=(0 est du type Z, d’après la formule d’interpolation de 
LAGRANGE), dans le cas contraire je dirai que l'équation (1) 
est du type Sg. On sait que toute équation (1) est du type L. 
Je résous complétement la question dans les cas k= 2 et k= n: 
pour que l’équation (1) soit du type S, il faut et il suffit que 
toutes les racines de (2) soient simples, qu’elles aient toutes 
la même partie réelle et que les rapports des leurs parties 
imaginaires soient tous raticnnels (l'énoncé II); pour que 
l'équation (1) soit du type 7, il faut et il suffit que toutes 
les racines de l'équation caractéristique soient réelles (l'énoncé 
III). La plus grande partie du travail est consacrée à l'étude 
du cas k= n — 1. J'ai reconnu que l'équation (1) est du type Sn: 
dans les deux cas suivants: 
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1°) Péquation (2) possede au moins deux couples des racines 
complexes telles que le rapport des leurs partics imaginaires 
est rationnel (cas particulier de l’énoncé XII du § 12); 

2°) Péquation (2) possede au moins deux couples des ra- 
cines complexes, toutes les racines de cette équation sont 
simples et les parties réelles de tous les couples des racines 
complexes sont distinctes entre elles (Venoneé IX du § 10). 

J'ai d’ailleurs formé, pour tout n>3, des équations (1) 
dont les équations caractéristiques possedent un seul couple 
des racines complexes et qui sont du type Su-1 (l’énoncé XI 
du § 11). Ces résultats rendent probable l'énoncé suivant 
„lorsque n > 4 la condition nécessaire et suffisante pour que 
l'équation (1) soit du type Ln-: est que toutes les racines de 
l'équation (2) soient réelles”. Au contraire, lorsque n = 4 Dequa- 
tion (1) peut être du type L, ou du type S; suivant la situation 
des racines (cf. § 11). 

Dans la dernière partie du travail je suppose que k est 
quelconque et j’obtiens alors quelques résultats particu- 
liers (les énoncés XII, XIII, XIV et XV). Il est possible que 
l'hypothèse qui vient d’être citée se généralise de la manière 
suivante: „pour tout entier p il existe un entier ng no(p) tel que, 
lorsque n>n9, la condition nécessaire et suffisante pour que 
Péquation (1) soit du type Ln-, est que (n—p) racines de l’équa- 
tion (2) soient réelles”. 

Remarquons enfin qu’il existe toujours une intégrale de (1) 
non identiquement nulle et qui s’annule en (n—1) points 
arbitraires, si done (1) est du type Lx et si k<n—1 il y a une 
infinité des intégrales qui prennent en k points des valeurs 
données !). 


1) J. Mikusinski a obtenu des résultats’ relatifs à un problème d'in- 
terpolation plus général dans lequel interviennent les valeurs des dérivées 
des intégrales. Par exemple, lorsque dans l’équation y(@)+A(r7)=0 on a 
A(z) > 0 il est possible de choisir arbitrairement p, termes de la suite 
Y(T), y’(x,)... y(n—1) (xı) et pe termer de la suite Y(Ta), Y (Ta)... y(n_1) (T3) 
pourvu que p,+ pą=n et que p, soit pair. Loraque A(z) < 0 on a le même 
énoncé pourvu que p; soit impair. (On exelu ici le cas bien connu où p= 0) 
où Pp=n et on suppose que A(z) ne s'annule pas identiquement). Cf. le 
travail de M. Mikusinski, Sur le problème d’interpolation du intégrales 
des équations différentielles linéaires, publié dans les „Annales de la Soc. 
Polon. de Mathém.“ 19 (1946). 


(rad 
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§ 2. Nous commencerons par établir un critère général 
relatif à l’équation 


(1°) YA + ane) Ya |... + az) y = 0 
à coefficients variables: 


I. Soit y,(x),y(x)...Yn(x) un système fondamental des inté- 
grales de l’équation (1') dans laquelle on suppose les coefficients 
a(x) continus. Pour que cette équation soit du type Sx il faut 
et il suffit qu'il existe k constantes Ki, ką... kk non toutes nulles 
et k nombres £i, Lo... tu(ti +) tels que les n équations 


(3) hy YX) — ko Ya) +... + Key LR) = 0 (= 1, 3...m) 


soient remplies ?). 
La condition est suffisante, car si elle est remplie toute 
intégrale y(x) de (1') satisfait à légalité: 


kiyai) + Ka Y(To) +... + kr Y(Ex) = 0 


donc les valeurs de y(x) aux points 2, Las... Zk Ne sont pas 
arbitraires. 

Nous allons maintenant voir que la condition est nécessaire. 
Les valeurs d'une intégrale quelconque aux points 2, Tą,..., Th 
sont données par les formules: 


Y, = 01 Ys(y) + +. + CnYn(14) 

Ya = CY) + ...1- CnyYn(1%) 
ou C,,C,,...C, sont des constantes arbitraires. Lorsque ces 
constantes varient le point (Y,, Yo,..., YA) décrit une variété 
linéaire dans l’espace des variables Y,, Y,,...,¥,. En effet, 
si aux systèmes C/,...,C, et C%,...,C% des valeurs des constan- 
tes Č, correspondent des points (Y;,...,Y,) et (Y?,..., Y2) 
respectivement, au système pC; + qC?,...,pC! + aq? (p,q réels) 
correspond le point (pY, --qY3,...,pY,+qY!). D’après Vhy- 
pothese cette variété linéaire ne comprend pas tout l’espace, 
et en annulant les constantes C, on voit qu’elle passe par l'ori- 


2) Nous supposons que les coefficients a;(r) et les intégrales yx) sont 
réelles et qu’il en est de même avec les nombres k et xi. 
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gine. Il existent donc des constantes ki, ką,..., kę non toutes 
nulles telles que l’on a toujours 


kiY, — - Ko Yo + eee 1 ŻY FZ 0. 


En posant maintenant C,=1 et (,=0, C,—0,...,C-1= 0, 
Ci4i= 0,...,Cn=0 (4 —1,23,...,n) on obtient bien les condi- 
tions (3). 

Supposons maintenant que les coefficients soient constants. 
De l’énoncé I il résulte aisément que si l’on multiplie toutes 
les racines de l’équation caractéristique par la meme constante 
réelle le type de l’équation ne change pas. En particulier on 
peut, sans changer le type, remplacer le systéme des racines 
par son symétrique par rapport à laxe imaginaire, il suffit 
alors de changer dans (3) tous les x; en —a. Enfin, la transfor- 
mation y-e%*z (a réel) montre que le type ne change pas 
lorsque on ajoute à toutes les racines de l’équation caractéri- 
stique la même constante réelle. Nous dirons pour abréger 
que l’une quelconque des transformations précédentes (multi- 
plication par une constante réelle ou l’addition d’une telle 
constante) ou bien leur combinaison constitue une transfor- 
mation T. Il est clair aussi que l’on peut ajouter à tous les 
w, la même constante réelle, on peut donc supposer que Pun 
des nombres 2 a une valeur arbitraire. 


§ 3. Nous supposerons dans ce § que k= 2. D’après l'énoncé] 
pour que Pćquation (1) soit du type S, il faut et il suffit qu’il 
existent des constantes k; et ką non toutes nulles et de nombres z, 
et x, tels que Pon ait: kya) + kayta =0 (4 =1, 2,..., 0), 
y(x) étant un système des intégrales fondamentales. Remar- 
quons d’abord qu’aucun des nombres k, et ką ne peut être 
nul, car si l’on ayait ką *0 par exemple, on aurait des inéga- 
lités comme e7*—0 ou bien e cos fr, =0 et e sin Bx, = 0, 
ce qui est impossible. On voit en outre que l'on a 


(Gi) ly) | 
Ys(T9) Ys(Za) 


= 0 


quelques soient les entiers 7 et s (7,8 =1,2,...,”). Il en résulte 
d’abord que toutes les racines de Véquation (2) sont simples. 
En effet, si par exemple y est la racine double, on trouve 
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en posant y(æ)--e* et y,{(x) -xe”* que x,= £}, contraire- 
ment à l'hypothèse. Lorsque a+18 est une racine multiple 
de (2) on devrait avoir 


ex COS BX, ex: COS PX, 
Ty 6° COS PX, Lo € COS PX, 


0) 


et une égalité analogue dans laquelle cos est remplacé par sin, 
d’où puisque x +£, cos Br, cos fr, - 0 et sin Pr, sin fr, — 0, il 
en résulte, par exemple, cos fx, --0 et sin fa, -0. De légalité 
k, e%% cos Bax, + k, e°* cos Bx, — 0 on déduit alors, puisque k, +0 
et k,+0 que cos fx, = 0, ce qui n’est pas possible. Supposons 
maintenant que l’équation (2) possède des racines a+ tif. On à 
e COS fr, e” COS BX, A 
es sin Bx, et sin Ba, | o 

d’où il résulte, en posant e=--1, que l’on a cos fx, — e COS pa 
et sin fr, = esin Bay, done les égalités Ke: cos Bx, + 
+ ką e: cos Br, =U et k, e* sin Ba, + ką e” sin Bx, = 0 fournissent 
la relation ex)  — ek,k7!. Il en résulte que k, et k 
étant donnés e et a sont entièrement determines. Donc, 
toutes les racines de (2) ont la même partie réelle. D’après ce qui 
précede on a, tg fa, = tgPx,, donc, en supposant que B>0, 
To—X —AnB', À étant un entier. En désignant done par 
‘Pis Pas Pas. les parties imaginaires des racines de (2) on a done 
Ba © Po © Bg... = 21:22:23., en d’autres termes les rapports des 
coefficients de i des racines complexes de (2) sont tous rationnels. 
Supposons remplies toutes les conditions précedentes. 
D’après la remarque finale du § 2 on peut poser x, -0 nous 
Poserons d’autre part £, = ŻAszbz', les A, étant des entiers qui 
viennent d’être définis (nous venons de voir que le rapport re PE 
ne dépend pas de s). On constate sans peine que dans ces 
conditions toutes les équations k,y;(24) + kąy;(%9) =0 (i = 1,..., n) 
se réduisent à 4, + ką —0. Nous obtenons donc l’énoncé suivant: 
JI. Pour que Vequation (1) soit du type S, il faut et il suffit 
que toutes les racines de (2) soient simples, qu’elles aient toutes 


la meme partie reelle et que les rapports des leurs parties ima- 
ginatres soient tous rationnels. 
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§ 4. Supposons maintenant que k=- n. D’après le théorème 1 
pour que l’équation (1) soit du type S, il faut et il suffit que 
Y(T), Yax) étant un système fondamental des intégrales on 
puisse trouver des nombres a (i =1,2,...,0, 2x + x,) tels que 
l’on ait: 

Y1(21) Ya (Le) ++. Yr (Hn) 
(3) YalLı) Ya(L2) Yalta) 0. 
Yn(X1)  Yna(la) +». Yn(Ln) 


Dans le cas particulier où toutes les racines de (2) sont 
réelles et simples la condition obtenue s'écrit: 


PI Xi eri Xe, 7i Xn 


= () (71 toe Se Yas Ty < Lo < ee ee Ch). 


eln Xi elne (7nXn 


Une telle équation est cependant impossible ?). En effet, 
si elle était remplie il existeraient des constantes C\,...,Cn, 
non toutes nulles, telles que l’on aurait C, e +... + Cnet 0 
DOUT Y ="; Vas. Yn- Or Ceci est en contradiction avec la règle 
de DESCARTES généralisée *) d’après laquelle le nombre des 
racines de la dernière équation ne dépasse pas le nombre des 
changements de signe de la suite C,,..., 0, C. à d. (n—l) au 
plus. Le cas où l’équation (2) possède des racines réelles multi- 
ples se traite de la même façon. Supposons, par exemple, que (2) 
possède des racines y9,..., Yn €t que y, est une racine double. 
La condition (3) s'écrira: 


e Xi | 


Ti ei Xi 


5 
ev2 A = 0 ). 


| evn Xi 


= ——— ——_—__—___6 — e l 


3) G. Pólya et G. Szegó, Aufgaben u. Lehrsatze aus der Analysis, 
Berlin, J. Springer, 1925, Bd. 2, V, Aufg. 76. 

4) G. Pólya et G. Szegó, loc. cit. Bd. 2, V, Aufg. 75. 

5) Pour abréger l'écriture je me bornerai souvent à n'écrire que quel- 
ques colonnes d’un déterminant ou mème la première colonne seulement. 
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Si elle était remplie l’équation Cie“ + ... + Chen = 0 
aurait des racines y9,..., Yn et la racine double y,, ce qui est 
encore en contradiction avec la regle de DESCARTES généra- 
lisee. 

Supposons maintenant que l'équation (2) possède des 
couples des racines imaginaires et que la partie réelle d’un 
de ces couples est plus grande que les parties réelles de toutes 
les autres racines. Si le couple en question est a+ ip l'équation (3) 
pourra s'écrire sous la forme 


A cos Br, + B sin pa, —-... = 0 


où A et B ne dépendent que de Lo, Lg,..., c, et où les termes 
non écrites tendent vers zero lorsque 2,+oo. En fixant 
les variables Tą, 23,..., £n de manière que A?-+ B*+0 on obtient 
une équation en 7, qui posséde évidemment une infinitć de 
racines, ce qui prouve que l'équation (1) est du type Sn. Abor- 
dons maintenant un cas un peu plus général: l'équation (2) 
possède un certain nombre des racines complexes de la même 
partie réelle a, a savoir a +ip,, a --tfą,..., u ifm les parties 
reelles de toutes les autres racines ćtant inferieures a a. Je 
vais d'abord ćtablir le lemme suivant. 


Lemme 1. Destgnons par N(X) le nombre des racines de 
Véquation: 
y(1) = a cos pix + D, Sin 6,7... + Am COS BmX + Om SIN Pm x= 0 


dans Vintervalle (0, X). Si 0 <|6,|<|Bil (1 =2,...,n) et aj +b? +0 
on a: 


lim AŻ > [61] 
| ST MP ra 
Posons 
u = far... J y(a)dv (s signes d’intégration). 
Ci Ci 


En supposant que s soit un multiple de 4 et en choisissant 
convenablement des constantes d'intégration on pourra écrire: 


m 
i ct | U 4 Le: 
u = Br* È COS fı © + b, sin pix + > (a) (a, cos bia + b;sin bia) j 
i=2 


176 M. BIERNACKI 


m 


Lorsque s est assez grand la somme »’ est plus petite que 
i=? 


Va? + bè done u possède nécessairement un zéro dans chaque 
intervalle (p+n:af;", p+H(n+1)æpr'), n = 0,1,2,..., si p est 
convenablement choisi. Il en résulte que u possède dans l’in- 
tervalle (0, X) au moins (a 76, X)—2 de zćros (E(t) désigne 
la partie entiere de t). En utilisant le thćoreme de ROLLE on 
voit que l’équation y(z)=u® (x) -0 possède dans (0,4) 
K(a'f,X)—s—2 racines au moins et ceci entraîne immedia- 
tement le lemme 1. 


Remarque. On démontre de la manière semblable le 
Jemme suivant (qui ne sera pas utilisé dans la suite): 


Lemme Il. Plagons nous dans les conditions du lemme 1. 
Si |Bm| >|Bi|.(¢ =1,2,..., m —1) et a? +b" +0 on a: 


N a bm 
lim MA) 2 AL [m] A 


En supposant que s soit un multiple de 4 on aura: 


z z Ye) — —— m AC COS Pm® + Dm sin Bm& + è. (ey 


(a; cos pix + bi sin Ba) 


m— l 
# 


, E s+1 
— Am SIN mT + bm COS Bim B+ b (È) 
FP m 


ci 


(— a, sin fix + b, cos Bit) 


e étant un nombre positif arbitrairement petit on a si s est 
assez grand 


m—1 


| Z fal (a; COS bit | b, sin Biz) 
i=1 


done 2(x) ne s’annule pas à l’intérieur des intervalles où l’on a 
|am COS mL + Dm Sin Bmx|>e. Nous allons voir que lorsque s 
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„Pest assez grand 2(x) a exactement un zéro dans chaque linter- 


valle où |amCOSBmt +bmsinfmæ|<c, légalité ayant lieu aux 
extrémités de Vintervalle. En effet, les signes de 2(x) sont 
différents aux deux extrémités de l’intervalle donc 2(7) s’annule 
a son intérieur. Supposons que (x) s’annule deux fois dans 
l’intervalle, 2'(r) devrait sy annuler aussi. Or de l'inégalité 
|Am COS Em © + bm Sin Bm2|<e il résulte que l’on a |—a,, sin Bmx + 
+ bm COS Bm El > Va? + 6? — e° il suffit donc, en tenant compte 
de Vexpression de 2'(a) de choisir s assez grand pour que 
l’on ait: 
mot 


u 84) -— 
| N 2 (fe) (—a;sin fit + b, cos fix) | < Va? - b —e 


fi m m 
= Hm 


pour aboutir a une contradiction. De la propriété démontrée 
il résulte que l’équation z(x)= 0 possède dans l’intervalle (0, X) 
au plus L(a fm) +2 racines. En tenant compte du théorème 
de ROLLE on trouve done que l’équation y(x) possède dans (0, X) 

E(a-!Bm X)+ 8-2 racines au plus et ceci entraîne immédia- 
tement le lemme 1”. 

Revenons au lemme 1. Il résulte de la démonstration de 
ce lemme qu’il existe une suite croissante titas... tn)... telle 
que t,— +; oo et que u(ż,)>0 lorsque à est impair et u(t)<0 
lorsque è est pair, tandis que |u(t,)| est pour tout è supérieur à 
un nombre fixe d (lorsque s est assez grand on peut poser par 
exemple d = Va? + b (2—1[8,|-9). Les différences t;:71—{; sont 
toutes égales à z|f,| '. On en déduit de suite qu’il existe une 
suite croissante py, Dos ...,Pn,... telle que pn oo et que u (p,) > 0 
lorsque è est impair et w (p,) <0 lorsque i-est pair, tandis que 
|u'(P.)| est pour tout i supérieur a 27!a"'|8,|d. De plus les diffé- 
rences p,,,—p, ne surpassent pas Ża|f,|1. En continuant 
ainsi On arrive à la conclusion qu'il existe une suite qy,qa, +++3 Anse. 
telle que qn—> oo, que y(q,) >0 lorsque à est impair et y(qi) <0 
lorsque è est pair, tandis que la valeur absolue de y(q;) reste pour 
tout à supérieure au nombre 


rn a bę. 


Les considérations précedentes entrainent immédiatement 
le corollaire suivant: toute équation de la forme 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 12 
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a, cos Pa x + b sin By © --...-- Am COS Pm © +- Din Sin Pm xX + E(T)—0 
(B; + 0) 


oú elx) est une fonction continue et qui tend vers zero lorsque 
x —> + co possède une infinite des racines. Or dans notre hypothèse: 
L’équation (2) possède des racines a +7/,,...,a +18m(pi+ 0) les 
parties réelles de toutes les autres racines étant inférieures a a 
l'équation (3) pourra s'écrire sous la forme (4) où l’on remplace x 
par #, (lorsque certaines des racines a--46,,...,a+-48m sont 
multiples il ne faut conserver dans (4) que les termes qui cor- 
respondent aux racines d’ordre de multipiicitć le plus élevé), 
il en résulte encore que (3) possède des racines en x, et que 
par suite (1) est du type #,. 

Supposons maintenant que les parties réelles des racines 
imaginaires de (2) ne dépassent pas a, cette limite étant 
d’ailleurs atteinte, et que (2) possède des racines réelles y,, Va, ..- +7 
plus grandes ou égales à a. On peut supposer sans diminuer 
la généralité que a= 0 et que les nombres x, dans l'équation (3) 
soient tous positifs (cf. la remarque finale du § 2). Nous sup- 
poserons d’abord que les zćros y, soient simples et que l’on 
alt 0 Ly ya 4... Lys. Si les racines purement imaginaires 
sont + ıt, + Bat, .…., + mi l'équation (3) aura la forme: 


(4) 


COS Da Ty 
sin fiz 


(3) W = | (08 Pm Tı = (0) 


sin D ate 
eVi Ni 


Cs Si 


où les termes non écrits au-dessus de cos 8, x, contiennet des 
facteurs de la forme ex avec a’< 0. Choisissons des nombres 
positifs p2,..., Pa tels que 1<p; <p, 4 ...<p, et posons 
Tą = P2 T15... 3 Ds = Paty. 

En tenant compte de la proposition suivante ê): „Considć- 
rons les suites q,,..., 7, et y1,..., Ya et soient p,,..., us Cb Wy... Ms 


ee. et 1.54 fm [> DE | ARJ 


| *) G. H. Hardy, J. E. Littlewood et G. Pólya, Inequalities, Cam- 
bridge, University Press, 1934, p. 261— 264. 
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des permutations arbitraires de la suite 1,2,...,s. La somme 
8 

2 Tu Yri 

i=1 
atteint sa plus grande valeur lorsque les suites «,, et y», sont 
monotones dans le méme sens” et en développant le détermi- 
nant W d’apres la formule de LAPLACE suivant les mineurs 
formés à l’aide de ses s premières colonnes on arrive au déve- 
loppement: 


| ever í Pi Pe Xi ste (I Pa Xi 


A | plPeVoto + Ps Ys) x 


+W= 


Ys Ni elsPeX, ,.,. @YsPsX 


[a, cos f, £, — by sin Py x, +... —AmCO8 Pm di + Om Sin Pm T1] +... ”) 


où les termes non écrits sont d’ordre inférieur lorsque 
Letty Ts+23---yTn-1 SONt fixes et que rx, ++ co et où A est 
le déterminant: 


COS 1 2541 


4 sin fi, Le] 


COS Em Ls+1 
sin fm Tai | 


tandis que les constantes a,,b,ne dépendent que de T5s+-1, ©s42, .-., Cn; 
on peut supposer qu’elles ne sont pas toutes nulles. 

Or l'équation A=0 c’est l'équation (3) (dans laquelle 
on a remplacé n par n—s et Ti, Los... y Ln PAT Ts41,..., Tn) dans le 
cas précedemment étudié: l’équation caractéristique possède 
des racines imaginaires dont la partie réelle est nulle tandis 
que les parties réelles de toutes les autres racines sont 
négatives. D’après ce qui précède il existent donc des nombres 
Letty Te+25-. En Qui annulent A. 541, Toto, .…., Ln Étant ainsi 
choisis l’équation en x, W=0 pourra s’écrire, après la divi- 
sion par un facteur exponentiel, sous la forme (4) et par con- 


7) Lorsque il y a des racines multiples de la partie réelle nulle 8,,8, .… 8m 
correspondent aux racines dont l’ordre de multiplicité est le plus élevé 
et il faut multiplier lé deuxième terme par une puissance de z. 


| 2 
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sequent possède des racines, il s’ensuit que l’équation (1) est 
du type S,. Lorsque certaines parmi les racines y, sont mul- 
tiples la démonstration est toute pareille, il faut seulement 
remplacer certaines des expotentielles e%*£ par zy e” h, 0% Vi k... 
En résumé nous obtenons l’énoncé suivant: 


III. Pour que Véquation (1) soit du type Ln il faut et il suffit 
que toutes les racines de l’equation caractéristique (2) sotent 
reelles. 


§ 5. Nous supposerons maintenant que k= (n—1) et d’abord 
que lequation (2) possede au moins deux couples des racines 
imaginaires. Nous allons voir que dans ces conditions l’équa- 
tion (1) est du type S,-1 dans des cas tres généraux (et vrai- 
semblement méme sans aucune restriction). Dans le cas on 
le rapport des parties imaginaires des deux couples en question 
est rationnel cette asscrtation résulte immédiatement de 
l'énoncé XIII ($ 12), nous supposerons done dans tout ce qui 
suit (§§ 5—10) que le rapport des parties imaginaires des deux 
couples des racines imaginaires est un nombre irrationnel. Nous 
allons tout d’abord établir Pénoneé suivant: 


IV. L’equation (1) est du type Sn; lorsque Vequation (2) 
possede deux couples des racines tmaginaires dont les parties 
réelles sont incgales tandis que les parties réelles de toutes les 
autres racines (réelles ou complexes) sont inférieures à celles de 
chacun des deux couples en question. On suppose que toutes les 
racines de (2) soient simples et que les parties réelles de tous les 
couples de racines complexes soient distinctes entre elles. 


On peut supposer, grâce a une transformation 7' ($ 2) que 
les deux couples des racines en question sont + et a + fi 
avec a<0, B étant positif et irrationnel. Il résulte de l'énoncé I 
que pour que l’équation (1) soit du type Sn. il est nécessaire 
que les deux équations: 


e“* COS PI, e sin fa, 
A =0, Y= 
COS Dy COS Ti 


SIN Ly SIN Ty 
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(dans lesquelles les pointillés correspondent a des racines dont 
les parties réelles sont négatives) possedent des solutions com- 
munes en Lys Woy...) Ln—ı (Xi+= Xz). D’après la théorie générale 
des ćquations lineaires cette condition est aussi suffisante, 
pourvu que l’un des mineurs obtenus en rayant une colonne 
de la matrice: 


M COS Ty 


sin Ty 


(qui possede (n—2) lignes et (n—1) colonnes) ne s’annule pas 
pour le systeme des valeurs qui annule X et Y. Nous allons 
considérer des nombres 23, Lys... Œn-1 comme fixés et nous 
allons utiliser la proposition générale suivante: 


Théorème A. Supposons que les fonctions X(x,,%) et 
Y(x,,%,) sont continues, ainsi que leurs dérivées partielles 
du 1 ordre dans un domaine fermé et simplement connexe D 
limité par une courbe C composée d’un nombre fini des arcs 
analytiques. Supposons que X et Y ne s’annulent pas simulta- 
nément le long de C et désignons par P le nombre des racines 
communes des équations X- 0, Y--0 qui sont contenues 
D(X, Y) 
D(a, Xo) 
méme N le nombre de ces racines communes pour lesquelles 
le jacobien est négatif. Dans ces conditions on a la formule: 


dans D et telles que le jacobien y soit positif; soit de 


1 AdY_YdX 


27E , A? + y= 
c 


(5) P-N = 


Or expression sous signe de Vintégrale est égale 
a d arctg(Y: X) donc la formule (5) peut aussi s'écrire sous 
la forme suivante: 
peb ee 
(6) P—N = 5,7 Varo 


où © désigne l'angle que fait dans le plan (X, Y) le rayon qui 
joint l’origine au point (X, Y) avec l’axe 0X et Var © désigne 


182 M. BIERNACKI 


la variation continue de cet angle lorsque le point (14,14) décrit 
la courbe C dans le sens positif *). 

Pour appliquer la formule (6) nous prendrons pour D un 
rectangle ABCD situé dans la région on x, >0, x, >x, et dont 
les côtés sont parallèles aux axes 02,,02,; les côtés AB et CD 
du rectangle, parallèles à laxe 0x, seront tres grands et très 
petits au contraire les côtés BC et DA parallèles à l’axe 02,. 
Il est clair que l’on a le long des côtés AB et CD des développe- 
ments: 

E X A; cost, B,SIN 1 |... 

(a) Y = À, cos x, + B, sin 2, — … 

où A, et B, ne dépendent que de x,..., tn: et où les termes 
non écrits tendent vers zéro lorsque &, — + co. Remarquons 
maintenant que si x, (de meme que Z3,...,Æn+1) reste fixe 
et que x, augmente de 2x le point P de coordonnées 
X, — 4100821 + By sin Ty, Yı =A; COS 2; — By sin xy tourne une fois 
autour de l’origine dans le sens positif lorsque 4 — A, B,—B, A, 
est positif et dans le sens négatif dans le cas contraire. On 
trouve, en effet, sans peine (cf. la formule (5)) que Von a: 


JE Ada 
d |arc te 3) n zet - — MC 
| 9 A 1 At + y 4 


Soit e un nombre positif arbitrairement petit. Puisque 
les termes complémentaires dans (7) tendent vers zéro lors- 
que 2,—>-+oo il est clair que si l’abscisse z) du côté AD est 
assez grande (on suppose que l’on a x, >ux? dans le rectangle) 
et si les longueurs des cotés AB et CD sont égales a 2an (n est 
un entier) la variation de langle © lorsque (x,,x,) décrit le 
coté AB ou DC aura le signe de À et sera plus grande que 
2nn —e en valeur absolue. Etudions le signe de 4. Lorsque x, 
est positif et tres grand on a un développement de la forme: 


(8) e—% = (K cos x, + L sin xa) (M cos Bx, + N sin Br) +... 


où les coefficients A, L, M et N ne dépendent que de £}, 2,,... 
et où les termes non écrits tendent vers zéro lorsque x, — + 00. 


8) La formule (5) est démontrée dans le Cours d’ Analyse de E. Goursat, 
tome I, chapitre VII: Intégrales multiples. 
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On peut choisir 13, 1,,... de manière que A?—+ L?+0et M?— N2+0. 
Nous aurons maintenant besoin du lemme suivant: 


Lemme 2. Considérons un nombre fini des suites infinies 
21,70, 2 BE: 


(A) a, a--a, a+2u,... 
Babes he 28402. 
ae By 04-20, CSO re) 
(L) 6, THA 1--24,... 


et supposons que les rapports Plu, y/a,..., Aa soient tous irration- 
nels. On peut extraire de la suite A une suite partielle 
a+ Na, A+ NąQ,....A + ma... telle que la différence entre un terme 
quelconque de cette suite et un terme quelconque des suites B,...,L 
reste supérieure, en valeur absolue, à un nombre positif fire 
(independent de Vindice 1). 

I] est d’abord clair qu’il existe au.plus un terme de la 
suite A qui coincide avec un terme de la suite B, par exemple. 
Autrement, on aurait, p, p',q,q étant des entiers, a+ pa —b + qf 
et a+p'a=b-—q’B donc ausi (p—p')a= (q—q')B ce qui est 
impossible. 

Supposons qu’il existe une infinité des entiers positifs n 
tels que l’on ait 


a+ nu = b+ pnB + En) 


at (n 1) a= b + qab -+ En 


OÙ p, et qn sont des entiers positifs et où en->0 et en+0 
lorsque n— co. En soustrayant les égalités obtenues on trouve 
que a= (Qn—PDa) B + Nn OÙ Yn>0, il en résulte que pour n assez 
grand (Qn— pn) est un entier fixe r. En passant à la limite on 
obtient la relation += a/f qui est en contradiction avec notre 
hypothèse selon laquelle le rapport a:8 est un nombre irra- 
tionnel. Ainsi done, étant donnés deux termes consécutifs de 
la suite A la différence entre l’un d’eux au moins et un terme 
quelconque de la suite B est supérieure, en valeur absolue, 
à un nombre positif fixe. Il est donc possible d’extraire de la 
suite A une suite partielle A’ telle que la difference entre un 
terme quelconque de A’ et un terme quelconque de B reste 
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supérieure, en valeur absolue, à un nombre positif fixe. Les 
differences entre les termes consécutifs de la suite A’ sont égales 
à a Où à 2a. Je dis maintenant qu’étant donnés deux termes 
consécutifs de la suite A’, dans laquelle on a supprimé un nombre 
suffisant de termes au début®), la différence entre l’un d’eux 
au moins et un terme quelconque de la suite C est supérieure, 
en valeur absolue, a un nombre positif fixe. Dans le cas contraire, 
en effet, il existerait une infinité des entiers positifs n tels que 
l’on aurait ou bien 


[a+ na=¢+ Pay En 
lat (n41)a = Qny + En 


1 na C= Pn 7 = Ep ” a 
simultanément, ou 


rr 


| 
ou bien J 
| a4 (n+2)a=e4 dny” En 


Pn et qn sont des entiers positifs et ou en->0, en >0 et en >0 
lorsque n— co. En soustrayant des égalités obtenues on trouve 
que ou bien a= (qn—Pn)Y+qn Où bien 2a=(qn—Pn)y+ Nn 
OÙ zn et nn tendent vers zéro lorsque n— co, or ces égalités 
conduisent comme plus haut a une contradiction. Ainsi done 
il est possible d’extraire de la suite A’ une suite partielle A’’ 
telle que la différence entre un terme quelconque de A” et 
un terme quelconque des suites B et C est supérieure, en valeur 
absolue, a un nombre positif fixe. D’ailleurs les différences 
entre les termes consécutifs de la suite A” sont égales a Pun 
des nombres a, 2a, 3a, 4a. Il est clair comment on peut continuer 
le même raisonnement en aboutissant à l’énoncé du lemme 2. 

Il résulte de (8) que lorsque 1+—> + oo 4 s’annule une infi- 
nité de fois, plus exactement il resulte du lemme 2 qu'il existe 
une infinité des racines de l’équation A cos x, +L sin x, = 0, 
par exemple, telles que M cos Pr, +N sin fx, reste supérieur, 
lorsque x, est égal à l’une de ces racines, a un nombre positif 
fixe, il s'ensuit que e étant un nombre positif arbitrairement 
petit il existe un nombre =£ (e) tel que chaque racine en que- 
stion qui est plus grande que é est le centre d’un intervalle 
de longueur e qui contient une racine (au moins) de l’équation 
A= 0. Ces racines sont simples, on a, en effet, le développement: 


9) On voit aisdment que cette restriction pourrait être supprimée. 
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= (e—*2 A) =(Lcosx,—K sin x,) (M cos Bx, +N sin Ba.) + 
SZ 


+ (E cos x, +Lsin x) ( N cos fx, —M sin fxg) B +... 


où les termes non écrits tendent vers zéro lorsque 7,— + co et 
il est clair que lorsque e est assez petit il en sera de méme 
avec K cos Tą + L sin x, tandis que les facteurs L cos x, — K sin xy 
et M cos fx, + N sin Bx, resteront supérieurs, en valeur absolue, 
a des nombres positifs fixes. (Le même raisonnement prouve 
d’ailleurs, en tenant compte du théorème de ROLLE, que chaque 
ntervalle de longueur e contiendra exactement une racine 
de À = 0). Désignons par x? une des racines de À =0 en question, 
il est clair que l’on peut trouver des nombres x, et x, qui different 
d’aussi peu que l’on veut de 22, tels que a,<#<, et que les 
signes de 4A(©ą) et de A(æ,) sont différents. Nous choisirons 
le rectangle ABCD de manière que l’ordonnée x, du coté AB 
sera égale a 7, et que l’ordonnée du coté CD sera égale a ty. 
Il est alors clair (cf. les raisonnements qui précedent la for- 
mule (8)) que la somme des variations de l’angle © lorsque 
le point (4,2%) décrira les côtés (dirigés) AB et CD surpasse 
4rn—2e en valeur absolue. Pour pouvoir appliquer le Théorème A 
il nous faut encore étudier la variation de © le long des côtés 
verticaux BC et DA du rectangle ABCD. Nous allons utiliser 
dans ce but le lemme suivant: 


Lemme 3. Lorsque filz), f2(2),.…, falz) sont des fonctions holo- 
morphes dans l’intervalle fermé dk b) w et b finis) le nombre 
de zéros de la fonction C,f,(z)+ Cf4(2) + ...-- Cefe(z) dans (a,b) 
est borné superieuremeni par un nombre qui ne depend pas des 
constantes Ci, Coy... Ck. 

On peut évidemment supposer que |C,|<1 (1=1,2,...,k) 
et que Max [0 = 1. Si le lemme était inexact on pourrait 


trouver une suite de fonctions @,(2) =C?fi(z)+ ...-- Cyfa(2) 
telles que ¢n(2) aurait dans (a, b) n zéros au moins. De la suite 
Pn(ż) on pourrait extraire une suite partielle Pn,(z) telle que 
chacun des coefficients C7s (i =1,2,...,k) tendrait vers une 
limites determinée Aj. Gi a o" z [aul = 1. La 


suite gn,(2) tendrait uniformément dans un FM D conte- 
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nant le segment (a,b) a son intérieur vers la fonction F(z) = 
= K,f,(2)+...+-Aafn(®). Cette dernière ayant un nombre fini 
de zćros dans un domaine contenant (a,b) il en résulte, en 
vertu des théorèmes connus, que le nombre de zćros des fonc- 
tions gn,(z) dans (a,b) serait borné, en contradiction avec ce 
qui précède 1). 

En considérant dans l’équation X= 0, par exemple, 
x, comme variable et 2,,%3,...,Tn-1 Comme constantes et en 
développant le déterminant A suivant les éléments de la co- 
lonne qui contient x, on voit bien que X est une combinaison 
linéaire d’un nombre fini des fonctions holomorphes de xo, 
donc d’après le lemme 3 X ne s’annule le long des côtés BC 
et DA du rectangle ABCD qu’un nombre borné (indépendant 
des abscisses de ces côtés) de fois, il en résulte évidemment 
que la variation de © le long des côtés en question ne dépasse 
pas, en valeur absolue, un nombre fixe H. Donc la variation 
de © le long du contour ABCD est supérieure, d’après ce qui 
précède, à tan —2e—}H. En supposant que n soit assez grand 
et en appliquant le Théorème A on voit que les équations X -0 
et Y -0 possèdent bien des racines communes dans le rectangle 
ABCD"), Pour prouver le Théorème IV il suffit d'établir que 
l’on peut choisir ces racines communes de manière qu’elles 
n’annulent pas l’un des mineurs d'ordre (n —2) de la matrice M, 
le mineur: 


W = | cosa, 


SIN Lo 


par exemple. Il suffira même de montrer que les racines con- 
venables x, de l’équation À —0 n’annulent pas W. En effet, 
la longueur des côtés verticaux BC et DA du rectangle ABCD 
est arbitrairement petite on pourra donc choisir ces côtés de 


10) Le lemine subsiste d’ailleurs daus les conditions moins restrictives. 
Il suffit, par exemple, de supposer que /f,(2):..fą(2) possèdent dans (a,b) 
des dérivées continues d’ordre s(8>1) et que chacune de ces fonctions 
possède dans (a,b) au plus un nombre fini de zéros d'ordre s de multipli- 
cité au plus. 

11) Le raisonnement pourrait être en défaut lorsque A s'annule iden- 
tiquement le long de BC ou de DA, on remplacera alors X par Y. 
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maniere que W ne s’annule pas dans tout le rectangle ABCD. 
Nous allons distinguer plusieurs cas: _ 

1° L’équation caractéristique (2) possède la racine réelle 
ó<a, il ny a pas des racines dont les parties réelles seraient 
comprises entre 6 et a. 

Lorsque 14>-Foo on a dans ce cas les développements 
de la forme: 


A = (K cos x, +L sin 12) (M cos far, + N sin Br,) ex: + 
; + (P cos 2, + Q sin 14) e**: +-... 
Wæ h cos x, + Lsin 1 + Re”: +... 


ou les termes non écrits sont d’ordre inferieur et ou les coeffi- 
cients ne dépendent que de x3,...,tn-1. On peut supposer que 
R +0. Supposons d’abord que PL — KQ +0. Lorsque la racine 29 
de 4-0 annule W on aura, d’après les développements ci- 
dessus: 


x 0 
A = (P cos x + Q sin 20) edta a 


ou les termes non écrits sont sont d’ordre inférieur lorsque 
19 -++ co ce qui conduit, pour q? assez grand, a une contra- 
diction. Lorsque PL—KQ=0 et la racine x) annule W on 
aura: 


U 0 ' 
A =— R (M cos Baz -+ N sin pa?) ela+06)2, i, 

d’où encore une contradiction, car 5 étant irrationnel (cf. le 
début du $5), on peut supposer, d’après le lemme 2, que 
| M cos px? + N sin Ba | reste supérieur à un nombre positif fixe 
lorsque 4? — + oo. 

2° L’équation caractéristique (2) possède un couple de 
racines imaginaires a + if’ (a <a), il ny a pas des racines 
dont les parties réelles seraient comprises entre a’ et a. Lorsque 
[lą > + 00 Où aura maintenant les développements: 

W = A cos x + L sin x, + (8 cos B'r, + T sin P'r,) ex +... 
A =(K cost, + LSin x,) ( M cos fx, +N sin Bro) et: P(x,)e"*+ 
OIL 
P(x.) = À COS Tą COS B 14 + B cos x, sin B'r, + C sin à, COS B'x + 
+ Dsin x, sin B'x, 
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les termes non écrits sont d’ordre inférieur et où tous les coeffi- 
cients ne dépendent que de xg,...,Tn-1. Nous avons déjà sup- 
posé que L?+ K?+0 et que M?--N2=-0, on peut supposer en 
outre (en choisissant convenablement 3;..., 2,1) que L +0, 
S?+T+0 et A?+B?+C?2+ D*=0. Nous avons supposé que 
les racines 22 de À -0 se rapprochent indéfiniment (dans le 
sens précisé plus haut) vers les racines ‘de l’équation 
K cos x, +Lsin x, — 0 lorsque aÿ— +0o, il en résulte que 
tg x > —KL<, on aura donc, en supposant que les quantités 
CK DK 


W ak STARSZA 


ne s’annulent pas simultanément: 
P (a2) = cos #[(H-+ e) cos p'a? + (F + e) sin$'ag] 


où e et e' tendent vers zéro lorsque x2?—> + oo. D’après le lemme 2 
on pourra donc supposer que P(x?) reste supérieur, en valeur 
absolue, à un nombre positif fixe (f’ est irrationnel, cf. le début 
du $ 5). Supposons maintenant que la racine x? de A =0 an- 
nule W, on aura: 


A(a®) = P(x) erT +... 
où les termes non écrits sont d’ordre inférieur lorsque a+ + co, 
d’où une contradiction avec le fait que 4(a$) =0. 


Il reste à examiner le cas où K =F —0. On voit aisément 
que l’on a dans ce cas 


P(x) = L! (K cos x, + Lsin x.) (C cos B'x, + D sin B'x) 
où C?+ D?+0, il en résulte que lorsque la racine z? de 4=0 
annule W on aura: 
A = —[ M cos px? + N sin fat] [8 cos B' 22 + T sin B'x?] elata)... 


P et 8' étant irrationnels on peut supposer d’après le lemme 2, 
que les deux crochets restent supérieurs à un nombre positif 
fixe en valeur absolue lorsque 25—>+ oo, d’où encore une contra- 
diction avec le fait que 4(a$) — 0. 
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3° Lorsque n — { on a 
A = sin (0 — 27) sin [f (23 — @,)] e+) 


x, étant fixé arbitrairement nous prendrons pour x? une racine 
de l’équation sin f(x3—x,) = 0. On a maintenant W= ONE Lo); 
donc d’après le lemme 2 on aura W(x£) +0 lorsque a? est assez 
grand et convenablement choisi. 


Remarque. Si nous avons fait, pour n>4, un choix des 
racines de 4— 0 qui conduit à des considérations plus compli- 
qućes c’est en vue des applications ultérieures (cf. § 7). Il 
résulte de la démonstration que dans les systemes de valeurs 
Lise. En Qui annullent X et Y les nombres %3,%4,...,@,—1 sont 
dans une large mesure arbitraires. 


§ 6. Nous allons maintenant établir ’énoncé que voici: 


V. L’equation (1) est du type Sn-i lorsque l’equation (2) 
possède deux couples des racines imaginaires, soit a+1B et 
dy + ip, telles que a<a, et une racine réelle à telle que a<ò<a,, 
tandis que toutes les autres racines (s’il en existe) ont leurs parties 
réelles comprises entre 6 et a. On suppose que toutes les racines 
de (2) soient simples et que les parties réelles de tous les couples 
de racines complexes soient distinctes entre elles. 

On peut supposer, grace a une transformation 7 (§ 2) 
que Pon a a= 0 et f,= 1. D’après l’énoncé I il suffira d’établir 
l'existence des solutions communes des équations: 


et COS Bay | e“x sin Ba, | 
oe | efx 
X ai () 
sin 2, | sin 2, 
| cosa, | | cosa, 


(dans lesquelles les pointillés correspondent a des racines 

dont les parties réelles sont comprises entre 6 et 0), telles que 

vi 2, et qui n'annulent pas le déterminant d’ordre (n—2): 
LE 

W sin Lo 

COS Tą 
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Nous suivrons la mćthode du $5, mais contrairement a ce 
qui avait lieu dans ce $ nous supposerons que z, est très grand 
en valeur absolue et négatif. On sappuie done encore sur le 
Théorème A en prenant pour D un rectangle ABCD situé 
dans la région du plan (2,,%,) où ©, >0 et —ay<q,<0, dont 
les côtés AB et CD sont très grands et parallèles a l’axe Ox,, 
tandis que les côtés BC et DA sont très petits et parallèles 
a l’axe 0r,. Comme au § 5 on a le long des côtés AB et CD 
les développements (7) où A; et B,ne dépendent que de T3,... ,Tn-1 
et on les termes non écrits tendent vers zéro lorsque x, — + co. 
On a encore à étudier expression 4—A,B,—B,A,. Lorsque x, 
est négatif et très grand en valeur absolue on a un développe- 
ment de la forme: 


(9) e—(«+)% 4 = H cos Br + N sin frs tb. 


où les coefficients M et N ne dépendent que de x3;..., Ca_1 et 
où les termes non écrits tendent vers zéro lorsque x, —>— oo. 
On peut choisir 23,...,%,—_1 de manière que M?+ N2+0. Il ré- 
sulte de (9) que A s’annule une infinité de fois lorsque z,— — co 
et que les autres variables restent fixes, on constate aisément 
que ces racines sont simples. Soit 22 l’une de ces racines, on 
peut trouver des nombres c, et æ, qui diffèrent d'aussi peu 
que l’on veut de 20, tels que 7,<a!<7, et que les signes de 
A(T) et 4(2,) sont différents. Nous choisirons le rectangle ABCD 
de manière que l’ordonnée x, du côté AB sera égale à x, et 
que l’ordonnée du côté CD sera égale à 7,. On voit alors comme 
au § 5 que lorsque les côtés AB et CD sont suffisamment grands 
leur contribution à la variation de © lorsque le point (2,, 1) 
décrit le contour ABCD sera très grande. Au contraire, il 
résulte du lemme 3 du §5 que la contribution des côtés BC 
et DA à la variation de © reste bornée. D’après le théorème A 
les équations Y=0, Y= 0 possèdent donc des racines communes 
dans le rectangle ABCD. Il faut encore montrer que ces racines 
n’annulent pas le déterminant W. Or lorsque a, est négatif 
et très grand en valeur absolue on à le développement: 


W =P +... 


où P ne dépend que de Z3,...; Æn-1 et où les termes non écrits 
sont d'ordre inférieur lorsque 7,-+ — oo. On peut choisir Ts, , Tn+1 
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de manière que P+ 0, on aura alors W(x?) -+0 lorsque la racine æ$ 
de 4=0 est suffisamment grande en valeur absolue. 


Remarque. Il résulte de la démonstration que dans les 
systèmes de valeurs 2,,...,Tn_, qui annulent X et Y les nombres 
Las Lass Tn-1 SOnt dans une large mesure arbitraires. 


§ 7. Nous allons maintenant déduire de l'énoncé IV le 
suivant: 


VI. L’equation (1) est du type Sn-1 lorsque l'équation caracie- 
ristique (2) possède outre les racines dont l’ensemble E satisfait 
aux conditions du théorème IV un certain nombre de racines 
réelles, simples et plus grandes que les parties réelles de tou- 
tes les racines de l’ensemble E. 


Grace à une transformation T (§ 2) on peut supposer que 
l'équation (2) possède des racines +4, a 4+fi (a<0,5>0) et 
en outre s racines réelles, simples et positives, soit y1, Yo; .-.; Va 
(pr LYe<...<y»). Les parties réelles des autres racines de (2) 
(s’il en existe) sont toutes inférieurcs à a. D’après l’énoncé I 
il suffit de montrer que les équations: 


| 
es" cos BX, e COS Ba, 
e% gin fx; eS" sin Br, 
A = cosa, |=0 Y= sin z, v 
en M ex 
EVs Ti | (Ysi 


(dans lesquelles les pointillés en haut correspondent à des 
racines dont les parties réelles sont inférieures à a) possèdent 
un système des racines communes qui n’annule pas un mineur 
d'ordre (n—2) de la matrice: 


| | 
ex COS Bax, | | 
| 


m= | e sin Ba, 


enr 


| | 
| en | 
i 


192 M. BIERNACKI 


obtenu en supprimant une colonne de cette matrice. Nous 
poserons dans ce but x,=p,%, T3=P3%1;.--3Ts= PsTi (CE. le 
§ dy L<Po<...< ps); en supposant que Ts42,05--3,...,Cn—1 SOlent 
fixés nous allons considérer X et Y comme fonctions des va- 
riables z, et xs+1. En développant A et Y d’après la formule 
de LAPLACE suivant les mineurs d’ordre s formés avec les 
éléments des s premieres colonnes des déterminants X et Y 
on aura 1?) 


COS Ty... COS Psd, 


071%  „, CV1Ps% 
ever... E72Ps% 


A ‘A, + LH 
e7s Xi... 7s Ps h i i i + i 
E7s% ,,, e7sPaxi 
(10) 
sin 2... SIN PsL 
ri Yi = er Ps" > Ps r 
ev2% w" 7s Ps Xi 
Y . } 1 + 4 Z = ..' 
€7:% ,,, €7sPs ae dae ea 
O79 |, EVsPsX 
où 
Est] COS Ply) E°*st1 COS Pls +1 
XY i 7 at (Alle ATE 
1 a e*x1s+1 SIN P2541 1 me €77%s+1 SIN PTs+1 
COS Ds] SIN Ts+ı 


ETS COS Ps 
Z = E | sii 
e7*s+1 SIN BXs41 


ei Xs+1 


Nous pouvons supposer que n>s +4, en effet, lorsque 
n=s+4 une transformation T (symetrie par rapport à l’axe 
imaginaire) nous ramène au cas de l’énoncé IV. Il résulte 
des énoncés IV et I qu’il existent des nombres 2°, ,, 89, „,...,79_4 


tous distincts entre eux qui annulent simultanément „1, et Y,. 


On peut d’ailleurs supposer que les nombres Dh et 2°, sont 


12) Lorsque 8=1 les déterminants qui multiplient Z se reduisent 
à cos x, et sin z. 
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positifs et arbitrairement grands. On peut aussi supposer que 
les nombres #? n’annulent pas le déterminant: 


W, €°Xs+2 COS BXs412 
e%st2 sin BXs12 


En effet, le développement de W; lorsque 2,42— +00 est 
"de la forme: 


W, = (A cos BLo+2 + Bsin Bg42)e%*s+2 +... 


où A et B ne dépendent que de 1543,...,Cn_1 et où l’on peut 
supposer que A*+ B?-+ 0. 8 étant irrationnel (cf. le commen- 
cement du § 5) nc sre assertion résulte du lemme 2 et du fait 
que les nombres uż ,, different d’aussi peu que l’on veut des 
racines d'une équation de la forme: A cos %.42-++ L sin 2542 =0 
(cf. la démonstration du § 5). On peut enfin admettre que les 
nombres 2? n’annulent pas Z, car lorsque x341++ 00 on a un 
développement de la forme: 


Z =Q... et lorsque 2% 42—> + oo on a 
Q (Q: COS PLs? Ep MA sin PTs+2)6 77542 +... 


où les termes non écrits sont d’ordre inférieur et Q, et Q, ne 
dépendent que de 1;4+3,..., Zn—1. On peut supposer que Q? + QF + 0, 
il résulte alors comme plus haut du lemme 2 que les nombres 2? 
n’annulent pas Q, ces nombres n’annulent done pas Z pourvu 
que æ°,, soit assez grand. Nous allons maintenant utiliser 
le théorème A en prenant pour D un rectangle ABCD situé 
dans la région du plan (£i; €341) OÙ %s41 > 0 et ©, >%s41, dont 
les côtés AB et CD sont tres grands et parallèles à l’axe 07, 
tandis que les côtés BC et DA sont tres petits et parallèles 
a l’axe 0%,41, nous supposerons d’ailleurs que Vordonnée 2,41 
du côté AB est égale au nombre x$,- En supposant que 7, — +: co 
et en profitant de la proposition citée au renvoi?) du $ 4 on 


trouve alors d’après (10) le long de AB le développement: 


À = ZezPrt.--+¥sP)* COS Li tes 


Y = Zei Pat- + Ys Ps) x sin Ly Le 
Rozznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 13 
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où les termes non écrits sont d’ordre inférieur **). (On constate 
aisément que les te:mes non écrits dans (10) fournissent les 
termes d’ordre inférieur du développement). Il en résulte 
immédiatement que la variation de © le long du côté AB est 
égale asymptotiquement (lorsque les abscisses des côtés CD 
et DA augmentent indéfiniment) à (277)! -AB. [ordonnée 744 
du côté CD sera choisie de manière que À,+0 pour æyr1 =Ēs+1, 
il résulte alors de (10) que lorsque l’abscisse du côté DA (et: 
par conséquant du tout point du rectangle ABCD) est assez 
grande on à X+0 le long de CD, la variation de © le long de 
ce côté ne pourra donc dépasser z. Il résulte d’autre part du 
lemme 3 (cf. le $ 5) que la variation de © le long des côtés ver- 
ticaux CD et DA reste bornée. En définitive la variation de © 
lorsque le point (x,,x5+1) décrit le contour ABCD est asympto- 
tiquement égale à (2x) -!-AB, donc d’après le Théorème A 
les équations X= 0 et Y=0 possèdent des racines communes 
dans le rectangle ABCD. 

Considérons maintenant le mineur. W obtenu en supprimant 
cette colonne de la matrice M qui contient la variable 7,41: 


W= ex SIN Ba, : e*Ps% sin PPT e%%s42 sin Bitrate : 
er x: eM ZET ch Xy49 | 
es Xi eXs Ps Xi eYsXs+2 : | 


Lorsque x, oo on a un développement de la forme: 


W È: 01172 %2+---+7s Ps) x W, +- ha 


où les termes non écrits sont d’ordre inférieur. Comme W,+0 
W ne s’annule done pas dans tout le rectangle ABCD pourvu 
que les abscisses des cótćs BC et DA soient assez grandes, 
en particulier les racines communes des équations X = 0 et Y— 0 
n annulent pas W et ceci achève la démonstration. 


$ 8. Nous allons maintenant étendre Vénoneé V de la 
manière suivante: 


13) Lorsque 8=1 on remplace y,p, +... -+ysps par U. 
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VII. L’équation (1) est du type Sn-1 lorsque l'équation ca- 
racteristique (2) possède outre les racines dont l’ensemble F satisfait 
aux conditions du théorème V un certain nombre de racines réelles, 
simples et plus grandes que les parties réelles de toutes les racines 
de l’ensemble F. 

Nous pouvons supposer, sans nuire à la généralité du ré- 
sultat, que l’ensemble F contient une racine réelle x, telle 
que a<Ô <yu<a, (cf. l'énoncé V), la partie réelle d’aucune 
racine de F n'étant pas comprise entre y et a, dans le cas 
contraire, en effet, on est ramené a l’énoncé VI. En tenant 
compte d’une transformation T (§ 2) on peut done admettre 
que l'équation (2) possède des racines imaginaires +7 et 
a + iB(a<0), des racines réelles 6 et w telles que a <Ô <u<0 
et des racines positives y, <ya < ... Ly. Toutes les autres 
racines de (2) (s’il en existe) ont leurs parties réelles comprises 
entre 6 et u. Pour établir l'énoncé VII il suffit, d’après le 
Théorème I de montrer que les équations: 


| CE COR Pa, | e@ cos Pry 
e%™% sin fx; | es sin Bx, 
gor | por, 
za > eux: APO ES ex =0 

COS Ty SIN Ty 

| 

| en x; el xi 
ers x | es Xi | 


possèdent un système des racines communes (%+%x) qui 
nannule pas un déterminant obtenu en supprimant une co- 
lonne quelconque de la matrice: 


eS COS Bx, | 


es sin Pa || 
ex, 


M x 


(HT 


eri 


| cvs x, | 


137 
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NOUS poserons Ly= pa ty, C3=D3aXy,...,Ts=PsX;(1< Do <P3< ...<P;) 
et en supposant que 240, Ts;3,..., Tn—1 SOient fixés nous allons 
considérer X et Y comme des fonctions des variables 2, et +1. 
On aura encore pour A et Y les formules (10) dans lesquelles 
X,, Y, et Z désigneront les déterminants: 


e541 COS BTs+-1 est! COS BXs41 
e**st! gin BXs41 e°*stl gin ls 
Xa) deo Kya later 
CHXS+1 ęHXs+1 
COS Ts+1 SIN Ts! 


e**s+1 COS BXs+1 
esti gin BXs+1 


Z eoxs41 

4 
elXs4 1 
CV %s+1 


Il résulte de la démonstration de l'énoncé V et de l’énoncé I 
que les équations (3) de l’énoncé I, dans lesquelles on a rem- 
placé les nombres 2,... Lr par Lepi Ts42;..-3Tp-1 et les y(x) 
par les intégrales de l’équation qui correspond a l’énoncé V, 
possèdent un système de solutions tel que x,=+ 7, et que 
Le41 >0, Ve42<0, tandis que les valeurs absolues de ces deux 
derniers nombres sont arbitrairement grandes. Or il est clair 
que dans le cas considéré (ef. le commencement de ce $) Pen- 
semble symétrique’ de F par rapport a l’axe imaginaire satis- 
fait encore, comme F, aux conditions du Théorème V. D'autre 
part, les équations (3) de Pénoncé I restent satisfaites lors- 
qu’on y change le signe des parties réelles de toutes les racines 
de l’équation caractéristique pourvu que l’on change aussi 
les signes de tous les nombres x. On voit donc, en tenant 
compte des transformations T (cf. la fin du § 2), que les équa- 
tions X, -0 et Y,=0 possédent un système Dipp MY oy vee 9 
de racines communes tel que z/+2° et que 2S1 LO, Ta? 0, 
tandis que les valeurs absolues de ces deux derniers nombres 
sont arbitrairement grandes. Nous allons voir qu’il est possible 
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. a f 0 0 ) oa 9 4 
de choisir w, 1,03 ,„,...,%,_, de manière que ces nombres n’an 
nullent pas ni Z ni le déterminant: 


e**st2 COS BXs+2 
e°Xst2 sin BTs--2 
W 1 051542 


| iiaa 


En ce qui concerne W, il suffit de choisir 2}, 3100400 Ty 4 
de manière que ces nombres n’annulent pas le mineur de W, 
qui correspond à l'élément e”*s+2 et de choisir ensuite z, ,, 
assez grand 14). Supposons maintenant que les nombres 2° 
annulent simultanément X,, Y, et Z. En supprimant, pour 
simplifier l’écriture, l’exposant 0 nous aurions les équations 
de la forme: 


Ae CO8 Bts +1 HBE sin 80544 + (C+ Cest = 0 
De®s+! cos BT 1 + Eesti sin pasi + (F + Fest! — 0 


Se st) cos Prs+1 + Hets sin 824, (K -+K jett — 0 


ou 
e“Xst2 sin Alejo €542 COS BTs+2 
e51s+2 e81s+2 
A = 9 B Sed ang > 
el'xs+2 eHX5+42 
COS Ls+2 COS Ts+? 


e*s+2 COS BXs42 
e“*st2 sin BX5+2 
C 
elXs+2 


COS La? 


et où C1, #, et K, (qui contiennent aussi la variable x;+1) tendent 
vers zéro lorsque cą, — —oo. D,E,F s'obtiennent de A,B,C 
respectivement en remplacant dans leurs derniéres lignes 
COS Let2)--- PAT sin Ze42,.… et G, H, K s’obtiennent de A,B,C 
respectivement en remplacant dans leurs dernieres lignes 


14) Cf. la remarque à la fin du § 6. 
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COS Tg+2;... par e”*s+2,,,, Il résulte des trois équations écrites 
que Pon a: 


| A. BB, (C+) 
J=1D E F+F, 0. 
SH K-K, 


Or lorsque 734: > -+ co on a les développements: 

A = A'C08%3:3 4-A" 04t B= B’ eos spo + B” eH + ..., 
C = C’ cos Lst + CO"! e#Xs+2 re eee D A'sin ©s--2 + D'' e#*s+2 Pares 
E =B" sin tap FE” eet, Pa O sin Esp FE est? 4..., 
G = A’ e1*542 | G” etst2 + ung H =B' ha | H" 004532 enneg 
K = C’ entst2 4 K” eMsta +... où les coefficients A’, B', C’, 
A", B”, C”, D”, E”, F”, 6", H” et K ne dépendent que 
de 2543, Ls... Uns Et où les termes non écrits sont Pordre 
inférieur lorsque %s42— + co. 11 s'ensuit pour /' un développe- 
ment de la forme: 


[= re e+) Xs42 +.. N Lili 


où l’on a posé 


> b B'' (oś 
r. | p KB” p” 
A. BL. G 


et où les termes non écrits dans le crochet sont d'ordre infe- 
rieur que ¢@4+7)%s+2 lorsque x3+2-> + co, tandis que les termes 
non écrits a la fin tendent vers zéro lorsque £s+1 + —oo. Il 
est done clair que J‘ne s’annule pas pour des valeurs de 2,4, 
et £2 assez grandes en valeur absolue (s41 40, %s42>0) 
pourvu que 7} ne s’annule pas. Or ce déterminant ne dépend 
que de 643, €eę4,...,Cn—1 et Von constate qu'il ne sannule 
pas identiquement en ces variables *). Il est done toujours 


15) Par exemple, lorsque l’équation (2) ne possède pas de racines dont 
la partie réelle serait comprise entre ô et 4 on peut poser, pour le voir, 
©g-+-3= 0 et rg4+4= 278-1. Lorsque Zs+5 — + oo le terme principal du déter- 
minant J} se reduit a 


— e(20+ 4) 345 (ele — 64x54)? xin? garg 45 Bin Ta+4 


et 8 étant irrationnel on a bien sin 2444 0. 
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possible de choisir x5+3;..-,%n-1 de manière que /1-F0 (cf. la 
remarque à la fin du § 5). Alors, l'hypothèse X,= Y,— Z—0 
conduit, pour des valeurs de a$,, et z$}, assez grandes en va- 
leur absolue, a une contradiction. 

Les raisonnements qui suivent sont a peu pres identiques 
à ceux employés dans la démonstration du Théorème VI. On 
construit encore dans la partie du plan (£i, 241) où 2, >0 et 
Xs+1<0 un rectangle ABCD dont les côtés AB et CD sont tres 
grands et parallèles à l’axe 07,, tandis que les côtés BC et DA 
sont très petits et parallèles à l’axe Oxrs;1. On suppose que 
Pordonnće du côté AB soit égale a xf, ,, tandis que Pordonnée 
Es:1 du côté CD soit choisie de manière que X, ne s’annule 
pas pour Lapi Eng Capo Tigre La :29_,. On voit alors 
comme au §7, en sappuyant sur le Thćoreme A (§5), que 
lorsque le rectangle ABCD se trouve dans la région où x, est 
assez grand et z;41 assez petit les équations A= 0 et Y=-0 
possèdent un système de racines communes soit 2 = a7, Zy+1 | ey 
dans ABCD. On peut supposer que ces racines n’annulent 
pas le déterminant obtenu en supprimant la colonne qui con- 
tient la variable #4; de la matrice M. 11 suffit, en effet, de 
choisir xf assez grand: on le voit en développant le déterminant 
en question d’après la formule de LAPLACE suivant les mineurs 
d'ordre s formés a l’aide de s premières colonnes du déter- 
minant et en tenant compte de l’inégalité W,+0. 


§ 9. Nous allons maintenant établir un résultat encore 
plus général: 


VIII. L’equation (1) est du type Sn-1 lorsque l'équation ca- 
racteristique (2) possède outre les racines dont l’ensemble F satisfait 
aux conditions du Théorème V un certain nombre de racines réelles, 
simples et plus grandes ou plus petites que les parties réelles de 
toutes les racines de l’ensemble F. 

Nous pouvons encore supposer que l’ensemble F contient 
une racine réelle u, telle que u<ô<u<a, (cf. Pénoncé V), la 
partie réclle d'aucune racine de F n'étant pas comprise entre u 
et a, dans le cas contraire, en effet, l’énoncé VIII résulte 
immédiatement de Pénoneé VI. En tenant compte d’une trans- 
formation T ($ 2) on peut done admettre que léquation (2) 
possède des racines imaginaires +? et a + if (a<0), des racines 
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négatives ,...,%, Ô et u, telles que vr <...<v<a<ó<un et 
des racines positives y,,...,yr, telles que y4#<y.<...<y,. Toutes 
les autres racines de (2) (s'il en existe) ont leurs parties réelles 
comprises entre 6 et u. Pour établir l’énoncé VIII il suffit 
d’après le Théorème I de montrer que les équations: 


| ent | eves | 
ovat, evs Xi 
ex COS BX, es" COS fx, 
ex gin fix, 6°» Sin Ba, | 
É dx dx i 
X tin Calg =), Y= ga 0 
ere glx, 
cossy | sin Ty 
eV X; | eV x, 
ì { : 
errs | | errs 


possèdent un système de racines communes, tel que 1, 4 et 
qui n’annule pas le déterminant obtenu en supprimant une 
colonne quelconque de la matrice: 


e "i Li 


evs x 


ex COS Ba; 


e™ sin fx, 
M = ex ” 


eux i 


eee 


errs 


POSONS Tą = qą Lis La — l3 Lise. Tr —QrEy (1<Q<G3<...<@r) et 
Tr+-2 = Po Lr+1, Lr43 = Party 0009 Crta= PaTrt1 (1< Pe<pg<...<Ps) 
en supposant que Tr+s+1; Vr+s+2,..., Tn_1 SOient fixés nous allons 
considérer X et Y comme fonctions des variables z, et ®p41. 
En développant X et Y d’après la formule de LAPLACE suivant 
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les mineurs d’ordre s formés avec les éléments des s premiéres 
colonnes des déterminants X et Y on aura: 


COS Ty ... COS QT 
| PM |, ehrt 1 drly 
3 i eV: X.. 672947 
t1- M Bir 


CTP ,,, Yrarxi 


era ,,, e/rdrt 


sin 2; ... SIN rl] 


| z eve eee £724r1, 
+ Y — . . - . } 1 + VA 


| CYFR ,,, IA 


| 071% EMIX 


OVX, eYr9rx 


où A, est le déterminant: 
| edi eV Pe Xr+] E” Parhi CV Xr4st1 
("a Xr+1 es PaXrt : es Ps Xr+ e Xr+s+1 


er COS BLr41 CP: COS Polri CPS HI COS PPsDrgs CM r+st1 COS Ba++ 
X, =| et sin ft, ee sin Ppoess e%Ps*rtisin Palri ESH SIN Porter 


etry EP; Xr+1 | pÓPs Xr+ góxr+s+1 
eux r+1 CUPLAr+1 : e! ‘Ps Xr+1 el*rtst1 
COS Dri} COS DoVr+1 | COS Padr+1 COST pig] 


tandis que Y, se déduit de A, en y remplaçant dans la dernière 
ligne tous les cosinus par les sinus et que Z se déduit de Yı 
en y remplaçant la dernière ligne par €%%41,,,., PSP, eitr... 
Considérons l’ensemble des racines de (2) qui interviennent 
dans la definition de X, et de Y, c.ad. les racines 7,,...%, 
a+ 1B, Öp, H, +. Il est clair que l’ensemble symétrique de 
celui-ci par rapport à laxe imaginaire satisfait aux conditions 
du Théorème VII. Il résulte de la démonstration de ce théorème 
et de l’énoncé I que les équations (3) de cet énoncé, dans les- 
quelles on remplace «,,..., £e par Zr41, rats vey Ent et les y{x) 
par des intégrales de l’équation qui correspond à l’énoncé VII 
possèdent un système de solution tel que a=, et que 2,1, > 0, 
Cristi CO et Trrs42 > 0, tandis que les valeurs absolues de ces 
trois nombres sont arbitrairement grandes. Or les équations (3) 
du Théorème I restent satisfaites lorsqu’on y change le signe 
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des parties réelles de toutes les racines de Péquation caracté- 
ristique pourvu que l’on change aussi les signes de tous les 
nombres x;. On voit done, en tenant encore compte des transfor- 
mations 7' (cf. la fin du $ 2) que les équations M, - 0 et Y, - 0 
possèdent un système 2, 1,0, yy To gpg VIa de racines 


0 0 0 - „pd > „pO z 
communes, tel que x; +s} et que spy 0, wh... , >Oet 2, <0, 


tandis que les valeurs absolues de ces trois nombres sont arbi- 
trairement grandes. Nous allons voir qu’il est possible de 
choisir ce système de racines de manière qwil n’annule pas Z. 
En développant Z par la formule de LAPLACE suivant les 
mineurs d’ordre s formés avec les éléments des s premières 
colonnes de Z on constate que Z ne s’annule pas lorsque tr 
est négatif et assez grand en valeur absolue, pourvu que le 
mineur: 

eSrtst! COS PLr+s-H 

é“*rtst1 SIN PLr+s+i 


Me 


elt r+s4+1 


EÓNr+s+1 
priXr+s+1 | 


soit different de zéro. Or ce mineur ne sannule pas lorsque 
Cr+s+1 est positif et assez grand lorsque le mineur de m: 


ert s+? COS PTr 440 
TX+ s+2 sin Prpa 


; 
m eŚXr+s+2 
QHMXr+s+2 


ne s’annule pas. Si Pon a m” —0, il suffit pour que m ne s’annule 
pas pour les grandes valeurs de ©7441 que l’on ait: 


e Krts+2 COS BTrę go 
eSXr+st2 Nin PETNE 
m” pOXrpepe +0. 


"RARE LE 2 
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Or on peut choisir les nombres æ? ,.4,...,0)_, de manière 
que les égalités m’ = m =0 soient impossibles, du moins lors- 
que Tr+s+2 est négatif et assez grand en valeur absolue. On a, en 
effet, pour ,4342-> — oo les développements: 


m' = ertst2( PCOS Bxr4s+27 Qi SIN BOr+s+2) + … 


1 


m” = eS*r+s+2( Po COS BXr+3+2+ Qasin ÎL)r+942) +... 


ou Pi, dis P. et Q, ne dépendent que de 2,443)... Tn_1 et où 
les termes non écrits sont d’ordre inférieur. On constate aisé- 
ment que P,Q,— PQ, ne s’annule pas identiquement, il est 
done possible de choisir æ? MA PETTA, 0 A de manière que cette 
expression soit différente de zéro!) et notre assertion résulte 
alors immédiatement des développements ci-dessus. On peut 
aussi supposer que les nombres a? n 2; n’annulent 


| s+? 1 
pas le déterminant: 


e Xr+s+1 COS BXr+s+1 et*r+s+3 COS PL r+s+3 | 


ert+sti gin Brpisty ETS SIN Trot | 
W, | EŃXr+s+1 (OX reap 


CUXr4 541 €! 74543 


En effet, W, ne sannule pas lorsque 2,454: est > 0 et assez 
grand pourvu que le mineur de W, qui correspond à l’élément 
e#+st1 et qui ne dépend que de 2p 4543,--+,%a-1 ne s’annule 
pas, c’est ce que l’on peut bien supposer !f). 

Cela posé, nous considérons encore dans la partie du plan 
(Gy, rm) où 4, >0 et arqi<0 un rectangle ABCD dont les 
côtés AB et CD sont très grands et parallèles a laxe 0x,, tandis 
que les côtés BC et AD sont très petits et parallèles a l’axe Ox,41. 
On suppose que l’ordonnée s+, du côté AB soit égale a w. ,,, 
tandis que Pordonnće Z du côté CD soit choisie de manière 
que À, ne s’annule pas pour +1 241, Lre > 2° 49003 En—1= GR 4. 
On trouve alors, tout pareillement comme dans la dćmonstra- 
tion du théorème VI ($ 7) que lorsque le rectangle ABCD 


16) En effet, il résulte des dćmonstrations des théorémes V et VII 


0 1 3 > ‘ 1 « 1 È 93 2 
que AMS dif ne sont assujettis qu’à satisfaire à un certain nombre 


de conditions de la forme AWCE 0,4) +0. 
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est choisi dans la région où 2, est assez grand et 2,41 assez 
petit les équations X=0 et Y=0 possèdent un système de 
racines communes dans le rectangle. Pour achever la démon- 
stration il faut encore montrer que le systeme en question 
n’annule pas le déterminant W obtenu de la matrice M en y sup- 
primant la colonne qui contient la variable x,4342. Or on voit 
aisément que W ne s’annule pas lorsque 2,(x, > 0) et &,,1(#,11 <0) 
sont assez grands en valeur absolue: il suffit de tenir compte 
de l'inégalité W,=# 0, de développer W par la formule de LA- 
PLACE suivant les mineurs d’ordre 7 formés avec les éléments 
de r premières colonnes de W et de développer ensuite le mi- 
neur N complémentaire du mineur: 


eX EL LES | 


| errX% evr drt 


par la formule de LAPLACE suivant les mineurs d’ordre s formés 
avec les éléments des s premières colonnes de N. 


$ 10. Nous allons maintenant remplacer les énoncés IV—VIII 
par un seul théorème plus géneral: 


IX. L’equation (1) est du type Sn—-1 lorsque l'équation ca- 
ractéristique (2) possède au moins deux couples de racines imagi- 
naires, pourvu que toutes ses racines soient simples et que les 
parties réelles de tous les couples des racines complexes soient 
distinctes entre elles 7). 


Considérons. en effet, les deux couples de racines imagi- 
naires, soit aif et a’+2f’ (a<a’) tels que l'équation (2) 
ne possede pas de racines imaginaires dont les parties réelles 
seraient plus petites que a ou plus grandes que a’. Si l’équation 
(2) ne posséde pas de racines (réelles ou imaginaires) dont les 
parties réelles seraient comprises entre a et a’ ou s’il existe 
un troisième couple a” + if” des racines imaginaires [a <a’’-<a’] 
tel que l’équation ne possède pas de racines dont les parties 
réelles seraient comprises entre a et a’ ou bien entre a” et a 

17) Il résulte de la démonstration que les restrictions relatives à la 
simplicité des racines ainsi qu'à l'inégalité de leurs parties réelles sont 
très probablement superflues. 
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nous sommes évidemment dans les cas des énoneés IV ou VI 
(ou bien des ceux que l’on déduit de IV ou VI en y remplaçant . 
des racines par leurs symetriques par rapport a laxe imagi- 
naire). Dans le cas contraire ou bien l’équation (2) n’a qu’une 
seule racine dont la partie réelle est comprise entre a et a’ et 
cette racine est réelle ou bien cette équation posséde deux 
racines réelles, soit ô et u, telles que a<ó<<u<a', tandis qu’il 
n'existe pas de racines dont les parties réelles seraient comprises 
entre a et ô ainsi que entre „et a’: il est clair que nous sommes 
alors dans les cas des énoncés V, VII ou VIII (ou bien des 
ceux que l’on déduit de V ou de VII en y remplaçant des ra- 
cines par leurs symétriques par rapport à l’axe imaginaire), 
le théorème 1X est donc complètement établi. 


$ 11. Nous supposerons dans ce $ que k=n—1 et que l’équa- 
tion (2) possède un seul couple de racines :maginaires. Le cas 
où n — 3 a été déjà examiné (§ 3): l'équation (1) est du type Lz, 
sauf dans le cas où la partie réelle des racines imaginaires 
est égale à la racine réelle, alors l’équation (1) est du type S3. 
Examinons maintenant le cas où n= 4. On a l'énoncé suivant: 


X. Lorsque n= 4 et que l'équation (2) possède un seul couple 
de racines imaginaires, tandis que l’une des racines réelles et 
plus grande et l’autre plus petite que la partie réelle des racines 
imaginaires l’équation (1) est du type lą. 

On peut supposer que les racines de l'équation caracte- 
ristique sont 0, aif, y(0<<a<y). Si l'équation (1) était du 
type Sa il ‘existeraient, d’après l'énoncé I, des nombres 
Lis Tą, Ta(di +) tels que l’on aurait: 


(12) e™ COS Br, | —0 et |e®:sin Ba, 0. 
7" ey* 


On peut écrire ces équations sous la forme suivante: 


Ae™ cos fa, 4B, +0, ex = 0 
Ae™ sin Bx, +B + Ca e? = 0 


où les coefficients A, B,, Ci, B,, ©, ne dépendent que de ©, 
et de 73. 
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En éliminant entre ces deux équations cos px, et sin px, 
on obtient l’équation: 


Bi |. Bit 2(BC;- B, G,) ee Ae? (CE C2) e = 0 
et il est clair SR chacune des deux suites 
11-33, 2(B,0,+- Bol.) — 4°, + Ci 
Bi Bi, ——A?, 2(B;C,+*B,03); CT LC 


presente deux changements de signe, done d’après la règle de 
DESCARTES généralisée (cf. le renvoi) 4) Péquation en z: 


BŁ B2 + 2(B 0, + BC.) ©* —A? eż + (02 C3) 2% = 0 


possede deux racines au plus. Or il résulte des équations (12) 
que Péquation en w possède 3 racines distinctes: z = ay, © = Tą 
etx #3. Nous aboutissons ainsi à une contradiction qui montre 
que Vhypothese: l'équation (1) est du type S, est inadmissible. 

Lorsque n> 4 l’équation est-elle toujours du type S,-1? 
cela me parait probable, mais je n’ai pu établir a ce sujet que 
le résultat partiel suivant: 


XI. pet q étant des entiers positifs ou nuls, tels que pq n— 
on peut construire, pour tout n > 4, une equation (1) du type Sn; 
dont l'équation caractéristique (2) possède un seul couple, sort 
a--18, des racines imaginaires, p racines réelles inférieures a 
a et q racines réelles kN à ce nombre. Ce résultat subsiste 
pour n -- 4 lorsque p=0 et q —2 ou p=? et q = 0 (ef. l'énoncé X). 

Dans la démonstration de cette proposition nous allons 
utiliser le lemme suivant: 


Lemme 4. Lorsque n est un entier > 4 et r< [2(n — 3)}! 
on peut trouver des entiers positifs £1, Tą, ..., Ln—2 tels que equation 
en t: 


PLT. RE I 1 | 
er fs FZ | 
e M | |, ena | 

(13) | () 


e—(n—3)rx, „ e—(n—3)rxp—2 | 
| 


a TAR AAA 


possède une racine négative et plus grande que 1 en valeur absolue. 
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Posons Wp» = 1, lp—3 = 2,..., Tą = N—3, en CE qui concerne Wy 
il sera choisi pair lorsque n est impair et impair lorsque n est 
pair et en outre suffisamment grand pour que l’on ait: 


(14) ea "= e TM >] = e rx. 


ce qui est possible car l’on a 2e-7:>1. Remarquons d’abord 
que tous les mineurs d’ordre (n—2) obtenus en supprimant 
la derniere ligne et une colonne du déterminant (13) sont po- 
sitifs (loc. cit. sous3)), ilen résulte que lorsque t > — oo le premier 
membre de (13) devient négatif. En désignant par M,,..., My, 
M „—ı les mineurs (tous positifs) relatifs aux éléments {%,...,{*7-2,1 
de la dernière ligne du déterminant on trouve sans peine que 
pour t= —1 ce déterminant est égal a —M; + M, +... + Mn. 
Pour établir le lemme il suffit done de montrer que l’on a 
M,=<M,-1, or M, et M,_1 ce sont des déterminants de VAN- 
DERMONDE, donc: 


M, = JI [ef — ef] (on pose £n- = 0), 
tizia USA) 


M ,-1 = 11 [eT er, 


nk=1,...,n-2 VSW 
Cela posć, l’inégalité (14) entraine les suivantes: 
lente enw Je ri er] (PZŻ, 3410, n —-2) 


d’où il s’ensuit bien que M,<M, 1. 

Remplacons maintenant dans c’équation (13) t par e? où z 
est la variable complexe. Puisque l'équation (13) possède une 
racine t négative et plus grande que 1 en valeur absolue l’équa- 
tion en 2 aura les racines log t= log|z| +ix dont les parties 
réelles sont positives. On constate donc que si les racines de 
l'équation caractéristique sont —(n—3)r, —(n—2)r,...,—r,0 
et log |z| Ein les deux équations: 


| J l | 

| e TA, mó” | 

sk: = Ô | = O 
p” (u—3) rx, = (n—-3) ra1 


|z| cos ray [rj sin Tay | 
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possèdent des racines communes en &,..., Zn-1 (LiF Tp, La—1 = 9). 
On voit d’ailleurs, d’après ce qui précède, qu’aucun mineur 
d’ordre (n—2) de la matrice: 


1 


(A rx, 
e- (n—3) rx, | 


ne annule pas pour ces valeurs de 4y,...,cn_; et ceci achève 
la démonstration dans le cas où p=n—2. Le cas où p=0 
se ramène au cas précedent par une transformation 7. Suppo- 
sons maintenant que Il<p<n—2(n>1). Nous pouvons 
admettre que les racines de l’équation caractéristique sont 
—(p—l1)r, —(p—2)r,...,—r,0, loglt|tix et y,...,7. où 
r-[2(p —1)], où z est la racine de l’équation (13) dans la- 
quelle on a remplacé n par (p--2) et où 0 <log |t]<y,<... <Ys. 
1l faut montrer que les équations: 


1 1 
e FX; et rx, 
g—P-1rx, g—(P-Vrx, 
x — = () Yy = MW: = 0) 
|z|" cos za, |r|* sin xx, 
ex ex 
evar e x 


possèdent un système de racines communes (x, = Z,) qui n’annule 
pas un des mineurs d’ordre (n—2) de la matrice: 


| 2 | 


© rx, 


M = | enr, 


enn 


evs x; 
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La derniere propriété est évidente car aucun mineur de M 
ne s’annule pas lorsque a=» (cf. le commencement du § 4). 
Pour établir existence des racines communes nous emploierons 
encore la méthode du § 7. Posons donc 


Po Do Duy... We DT, (LEP Le. < pa). 


Il résulte de ce qui précéde qu’il existent des nombres 
W, spony)» Qui annulent simultanément les deux mineurs: 


| 1 ] 
e" rxs+-1 e TXs+1 
Yı 3 A, = | ° 
| e—(p—1) rxs+1 e—(p—1)rxs+1 


| |r|" sin xa, IT" cos 2611 


POSONS Ls42 =X} Dst3= TA zy...) Ln = Vay et considérons 
dans la partie du plan (2,, 2541) OU Xsj1>0 et xı > Zi UN 
rectangle ABCD dont les côtés AB et CD sont tres grands 
et parallèles a laxe 0x,, tandis que les côtés BC et DA sont 
petits et parallèles à l’axe 01,44. En supposant que l’ordonnée 
7,41 du côté AB soit égale à x°,, et que celle du côté CD soit 
choisie de manière que l’on ait X,+0 le-long de ce côté et en 
développant A et Y d’après la formule de LAPLACE suivant 
les mineurs d’ordre s formés avec les éléments des s premières 
colonnes de ccs déterminants on constate comme au § 7 que 
les équations X = 0 et Y= 0 possèdent bien des racines commu- 
nes dans le rectangle ABCD. 

11 reste à traiter le cas où p = 1, or ce cas se ramène à celui 
où p n—3 par une transformation T, le théorème XI est 


donc complètement établi. 


§ 12. Je supposerai maintenant que k a une valeur quel- 
conque et je me contenterai d'établir quelques propositions 
particulières qui suggerent cependant des présomptions rela- 
tives au cas plus généraux. 

XII. Si l'équation (2) possède (p : 1) couples des racines 
imaginaires conjuguées et si les rapports des leurs parties imagi- 
naires sont tous rationnels l'équation (1) est du type Sn-p 
(p = dn —1). 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 1 4 
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Soient a; > tPi,...;4pi1+tPpsi les p+ 1 couples en question. 
Il résulte de nos hypothèses qu’il existent des entiers 
h,h,...,l,41, tels que l’on a: 


Posons q1=Tn, Ve =2Zrn,...; Tn=p=(N—D)rx. 
D’après l’énoncé I il suffit de montrer que les équations: 


hye sin By 21+... + kn-p@©*n-r sin BiTa_p = 0 


ką e%t 1% gin Bp Lit... -t knp ert *a-P SIN Bp i n-p = 0 


ainsi que les (n—p—l) autres ćquations linéaires et homo- 
genes par rapport aux k; sont satisfaites par des constantes -k; 
non toutes nulles. Or pour les valeurs considérées des a, en 
a Sin f,a =0((S=1....,p+1,t=1,...,n—p), il suffit donc de 
trouver des constantes k,,...,4n—p, non toutes nulles et qui 
vérifient (n—p—1) équations linéaires et homogènes, c'est 
ce qui est toujours possible. 

Il résulte du théorème IX que dans le cas particulier où 
p=1 la condition: „les rapports des parties imaginaires sont 
tous rationnels” est superflue, il me semble probable qu’il 
en est de meme quelque soit p. Nous allons voir que cette 
hypothèse est exacte dans un cas particulier. Considérons, 
en effet, l'équation y + Ay — 0, où A est une constante po- 
sitive et où n est pair, son équation caractéristique possède n 
couples des racines imaginaires, done d’après l'hypothèse 
énoncée elle devrait appartenir au type S1/,.41, OT NOUS avons 
meme un énoncé plus général: 


XIII. L’equation y+ A(x)y=0, où n est pair et où A(x) 
est continue et supérieure à une constante positive est du type Si,,n+1- 


Remarque. M. J. Mikusiński à réussi à compléter très 
heuresement ce théorème, il à établi, en effet, dans Particle: 
„Sur le problème d’interpolation des intégrales des équations 
différentielles linéaires”, publié dans les Annal. de la Soc. Pal. 
de Math. (19), que si A(x)>0 Véquation de lPénoncé XIII 
est du type Lin. 
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Dans la démonstration je vais utiliser le lemme suivant: 


Lemme, Si A(x) est continue et +0 dans Vintervalle fermé 
(a,b) alors toute integrale de Vequation y+ A(x) y=0 (n pair) 
qui ne change pas de signe dans (a,b) et qui s’annule en l’un 
des points a et b au moins possède au plus 4n—1 zeros (d’ordre 
pair de multiplicité) comptés simplement à l’intérieur de (a,b). 


Ce lemme résulte de la remarque suivante, conséquence 
de Ja formule de TAYLOR: si f(x) possède la dérivée seconde et 
n’est pas Constante dans aucun intervalle il existe dans le 
voisinage arbitrairement restreint à gauche ou à droite d’un 
point ou f(x) atteint son maximum (minimum) des points 
où l’on a f (w) <0 (f''(x) > 0). Il s'ensuit de la remarque pré- 
cedente que si l'intégrale y(x) possède s zéros (comptés simple- 
ment) à l’intérieur de (a,b) y' (x) change de signe (2s — 1) fois 
au moins dans (a,b). En pour suivant le même raisonnement 
on voit que y® (x) y change (2s—3) fois au moins son signe... 
et que y™(x) y change de signe (2s—n--1) fois au moins. 
D’après nos hypotheses il faut donc que l’on ait 2s—ne-1<—0 
et s4n—l1. 


Or, M. J. Mikusinski a montré 18) que si n est pair et si 
"A (x) > m >0 tout intervalle dont la longueur dépasse un nombre 
qui ne depend que de » et de m contient des zćros de toute 
intégrale de l'équation y™ - A(x)y =0. Il résulte de ce théorème 
et du lemme ci-dessus ©) qu’il existe un nombre d=d(n,m) 
tel que toute intégrale de l'équation (où A(x) > m >0) change 
de signe dans tout intervalle dont la longueur est supérieure 
a d. Considérons maintenant un intervalle quelconque (a,B), 
tel que 8—a>d et soit A la borne supérieure des longueurs 
des intervalles contenus dans (a,B) et tels qu’il existe une 
intégrale de l'équation qui ne change pas de signe dans l'inter- 
valle en question. On a évidemment K<f—a. Soit y,(x) une 
intégrale qui ne change pas de signe dans l'intervalle 


18) „Sur l’inégalité différentielle | f(x) > m |f(x)|", Comptes Rendus 
des séances de l Acad. des Sciences de Paris, 11 février 1946. : 

19) Au lieu du lemme on pourrait utiliser une proposition générale 
de M. Mikusinski. 


14* 
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An ZW  bn(a <@n<bn<B), ba--an>K-—-n et qui satisfait a 
la condition: 


Max [|Yn(an) |, |Yn(an)|,..., |yp"V(an)|]=1. 


Il existe une suite partielle n; telle que an> a, by >2, 
b—-a=K, a<a<b=<f (les deux signes d’égalité sont exclus 
a la fois), Yn (an) > Los ee YN) (Any) > Zn—1. On a 


le] <1 et Maxjz/—1 (1=0,1,...,n). 


Des conditions initiales z(a)=2y, z'(a)=24,..., 2" (a) =2n_1 
déterminent univoquement une intégrale z(z) et il résulte du 
fait qu’une intégrale est une fonction continue des conditions 
initiales?) que 2(x) ne change pas de signe dans l’intervalle 
(a,b) de longueur K. On peut évidemment supposer que cette 
„intégrale extrêmale” est positive ou nulle dans (a,b). Il est 
clair que l’intégrale 2(x) s’annule en celui des points a et b 
qui est situé à l’intérieur de (a,f) [z(x) s’annule en a et en b 
lorsque a<a<b<f]. Désignons par 2,,2,,...,2, les zéros de z(z) 
contenus a l’intérieur de (a,b). Si l’équation y™+ A(r)y=0 
est du type Lx et si l<k—2 il existe une intégrale u(x) qui 
est positive aux points a, 2,..., Za b. Il existe done un nombre 
positif ô tel que l'intégrale 2*(x)= 2(x)+ eu(x} est positive © 
dans les intervalles a<a<a+60, mi —0<x<æ+û (4 —1,2,..., l), 
b—ô<x <b et cela quelque soit e>0. Dans les parties de (a,b) 
qui n’appartiennent pas aux intervalles précédentes z(x) a une 
borne inférieure positive, done 2*(x) y est positive aussi pourvu 
que e>0 soit assez petit. Ainsi donc l'intégrale e*(x) serait 
positive dans un intervalle contenu dans (a,b) et dont la longueur 
surpasserait A, contrairement a la définition de ce nombre. 
Cette contradiction montre que & >k-—1, or d’après le lemme 
onal=<4n—1,ilen résulte que k <4» et ceci établit la pro- 
position. 

Les résultats de la plupart des thćoremes précédents sont 
négatifs: on constate qu’il n’est pas toujours possible de con- 
struire des intégrales satisfaisantes aux conditions données, 
voici maintenant quelques proposition affirmatives: 


20) Cf. p. ex. E. Kamke, Differentialgleichungen reeller Funktionen, 
p. 142—153. 
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XIV. Supposons que l'équation caractéristique (2) possède 
deux groupes de racines, chaque groupe comprenant (k—1) 
couples (comptés avec leurs ordres de multiplicité) de racines 
imaginaires dont les parties imaginaires sont toutes égales en 
valeur absolue ?!). Si le rapport des parties imaginaires des ra- 
cines appartenant aux groupes différentes est irrationnel l’équa- 
tion (1) est du type Lx. 

Solent a, +7f,, a2 + 081,...,0%-1+?f; les racines du 1 groupe. 
Si Péquation (1) était du type SS, il existeraient, d’après le 
théorème I, des constantes k,,h2,...,4, non toutes nulles et des 
nombres @,..., rę(aj=Fay) tels que l’on aurait: 


k,e™* sin Pit +... + kre" rsin fix, — 0 
(15) Nera perdi. -- 66. 
ky e-1*1 sin Pi a, +... + kepei sin Pi 04 = 0 
kı e“*—1"1 cog 11 -... + ky er- *k COS Pi Tr = 0. 


On peut d’ailleurs supposer que x,—0 (cf. la remarque 
a la fin du § 2). Il résulte des (XK —1) premières équations (15) 
que Véquation en u: 


ky sin PY cy eu... + kp—1 SIN Py Tr et = 0 


possède (k—1) racinés: ay, a2,..., aR1 (comptées avec leurs 
ordres de multiplicité), or il s’ensuit de la règle de DESCARTES 
généralisée (cf. loc. cit. sous‘)) que l’équation en u possède 
au plus (k—2) racines réelles, à moins que les coefficients 
kı sin 6 21,...,k,-18in 81%%-; Ne soient pas tous nuls, on a done 
k.sinf;,a,= 0 (s=1,2,...(k—1)). Supposons maintenant que 
les coefficients de 4 des racines du 2 groupe soient tous 
égaux à +, on trouve tout pareillement que kasin 5,4,=0 
(s=1,2,...(k—1)). Si l’on avait sinó,a,=0 et sin frs = 0 
simultanément il en résulterait que le rapport f,:f, serait 
rationnel, en contradiction avec notre hypothése. On a done: 
k,=0, ko=0,...,ke2-1—0. Il résulte alors de la dernière des 
équations (15) que l’on a aussi X4=0. Nous aboutissons ainsi 
a une contradiction avec le fait que les constantes k, ne sont 
pas toutes nulles, ainsi donc l’équation (1) est bien du type Za. 


CO A 


41) Elle peut avoir aussi d’autres racines. 
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Les conditions du théorème XIV sont vérifiées, par exemple, 
dans le cas de l’équation y®--y:=0 (avec k =3), on trouve 
ainsi que cette équation est du type Ls (d’après l’énoncé XIII 
elle est du type $; et d’après le résultat cité de M. Mikusinski 
elle est du type La). 

XV. Si l’equation caractéristique (2) possède k racines réelles 
(comptées en tenant compte de leurs ordres de multiplicité) l’équa- 
tion (1) est du type Lr. 

Soient yi, ye,...,yk les racines réelles que nous supposerons 
simples. Si l’équation (1) était du type $, il existeraient, 
d’après l’énoncé I, des constantes ky,...,kk non toutes nulles 
et des nombres x;,...,Th (%j+2,) tels que Pon aurait: 


ky eve. + hy evita | 4 ke =0 (i= LN, 2h at, 1) 


done le déterminant: 


| 67151, ev xk 


Q/kX1 | CYADA 


devrait sannuler, c’est ce qui est cependant impossible (cf. le 
commencent du $4). Le cas ou certaines parmi les racines 
réelles seraient multiples se traite d’ûne manière analogue 
(cf. le § 4). 


ON A PROBLEM OF M. F. LEJA 


By ZYGMUNT ZAHORSKI (Kraków) 


M. F. LEJA put the following problem (Ann. de la Soc. 
Pol. de Math. t. XVIII, p. 172, 1, (1945) and Interm. des 
Rech. Math. t. 2, fase. 5, Janvier 1946 qu. 0389, p. 5]: a closed 
set C on the complex plan and a point zyeC display of the 
following property: the transfinite diameter of the set 
C- (|z—2,| <ô} is positive for every 6> 0. A sequence of poly- 
nomials P,(z) of degree n is bounded, |P,(2)| < M, for every 
zeC and every n. Does a number é(e)>0 (and M;< + oo) 
exist, for every ee(0,1), such, that |P,(z)(1—e)*|<M, for 
every z fulfilling |2—2,|<ó(e) and every n? 

When C is a continuum, the answer is affirmative (F. LEJA: 
Math. Ann. t. 108, 1933, p. 520). From the quoted paper we 
follow more, namely: the theorem about the existence of the 
number é(e) with the properties above named remains valid, 
when | P,(2)]<M(2) on a set CC C, 0 being the point of density 
of the set of distances of the points of C, from 2,; the finite 
function M(z) does not need to be bounded. The theorem in 
question has been used in the construction of the Green’s 
function for an domain, the border of which is composed of 
continuums (F. LEJA: Ann. de la Soc. Pol. de Math. t. XII, 
1933, p. 57—71). The construction can be applied to borders 
with one — point components, but fulfilling the above — named 
condition of density; it could also be applied to borders, which 
fulfil the hypothesis, named in the formulation of the problem 
(for every 2,€C), if the answer were affirmative. 

I shall prove, that the answer is a negative one. It does not 
(possible) exclude the possibility of a construction of Green’s 
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function, even of such a construction, as that of M. LEJA 
in Ann. Soc. Pol. t. XII, but the proof requires a change. It 
is possible, too, that the counterexample I give cannot be 
obtained for the polynomials, used in M. LEJA’s construction of 
the Green’s function, but these problems, together, with that, 
concerning the existence of the Green’s function, I leave opened. 


Lemma. (ln) being a sequence of positive numbers, ln<1, 
m=1,2,..., a sequence of natural numbers {mn}, Mn+1 > Mn; 
exists, such, that mn depends of n,h,la...;ln only, denoting 


co 
2-™ =An, D An < 1 and for every k 
n=1 


a a. Op ayta ved 1 
(*) ai ii a laaa Mg R rs. 


Proof. We define by means of induction a sequence of 
natural numbers mn in the following manner: 


my is the smallest natural number, fulfilling the condition: 
M 1 
(1) = diger - 
l 


mr(k>1), is the smallest natural number, fulfilling the 
conditions: 


ad 1 
(2) Tiki Ales M, 


(3) NA > M&A è 


From (1), (2), (3) it follows, that mx depends on k, la, Li, 
only. We shall prove, that the sequence {Ma} fulfils all the 
conditions of the lemma. The a, fulfil 


co oa co . 9 
< pay 1 ke ER di > 1 
a = Tue “ice = ee 

m ge. AE 21 . 
n=l n=1 nm, 


co 
1 
(4) dk + Gp +: D = — < 


mom 


> 
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A .) - „sg rasbl sd) 
(5 ) allp om = of 
2 n 2 Igo bai 


accordNig to (1), (2), and hence, as ł„e(0,1) 


MT iy Chi JSktSk+1tt"" < JR p22 Peka JR Peep it | 
LI, * sety ici, Pale alegre nL, = 


1 1 1 k 1 R 
> eh lee l. Fi OPPA CE 
> I, LE 22le2 le wadą 2 lrodp ea ff, 2° 2% leet, =) ral? > 
n=1 
Rei d 
= W n=l2 = = 


according to (4), (5), q. e. d. 


The construction of the set C and of the sequence of 
polynomials {P4(2)} of degree kn (n=1,2,...). 


: she 19 
We choose an arbitrary positive number a>—- and we 
O 


define, for an arbitrary sequence {ln}, lue(0,1), n=1,2,..., 
a sequence of numbers m, and au=2 "", after the lemma, 
where m, depends only on #,l,,l,...,ln, and a sequence 


of numbers 
(6) la = 7 (2, lla, in) = min (ln, a" 
then a sequence of polynomials (in the variable z) 


On(Z) = Q (n, lis lasers ln, 2) = 


(7) : ” È 
= z(z—a)™? (z—4l)™!... (z—Aln) ™" 


where 8,;=2°" “!, i=1,2,...,7, Sno =2 7; m depending only 
on À, ly, lo, ..-, li, Qn depends only on n, li, łą,...,łn, and besides 
Sn, i 


8 — — A. 
( ) PM di 


We define a sequence of numbers Rn = R(n, lis los... ln) > 0 
such, that 


(9) |Qn(2)| < 1 for every |z| <5R, ` 


and Rnis the greatest number with this property. It is possible, 
for Q,(0) =0 according to (7), and R, depends only on the 
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coefficients and on the degree of the polynomial Q,(z) and 
so only on n; ły, łą,..., Un: 
In particular, we die by means of induction a Sgalice 


of numbers /n€(0,1), putting: 


I | 


(10) Le 


ly 
(11) lk = min "2 gel UT Rx ) for every k>1. 
It is easy to prove (by induction) that ł„>0; besides, 
it follows from (11), (6), that 


(12) lim l,=0, limr,=0. 


n=>co ni=>oo 
We denote with A, a cirele 
(13) le dla Mn 


the sequence {la} being chosen as above ((10), (11)), and we 
put 2, — 0, 


(14) C=[0] Ò En. 


n=1 


It follows from (12), that C is a closed set. The transfinite 
diameter of the circle being positive, C and 2, fulfil the con- 
ditions of the problem. The sequence {la} being defined, as 
above, we put 


(15) Kn =1+ Sn,0 i Sn,1 + + Sm n 
z\" | 
Py (2) (È) fie ae ee E 


(16) Px, (2) - O(n, lis RTT ln, ZAJ, i) = 1, DCP 


and, according to (7), P4,(2) is of degree kn. 
We shall prove, that the sequence of polynomials {Px (2)) 
fulfills the conditions of the problem, namely 


(17) |P.,(2)| < 1 for every zeC and every n. 
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It follows from (16), (7) that 
(18) Pz,(0)=0 for every n, 
and from (13), (6) we obtain for every ze A, 
(19) |z| < tlr + ra < 5a, |2| <5R, when k>n 


according to (11), and hence, according to (9), (16): 


(20) |P,,(z)| <1 for every ze Ay. 
k=n+1 


From (19), (11), (10), (14) it follows 
(21) je] = 3<1 for every zel. 


i Je all < Je—l,| + |4, — 41] < ra + max (404, 44) < 
< l+ 44,.<51,=3<1 for every zeky. 
After (6), (13) for every zek, 
(23) je—a|<|z—4,|+ lilr— aj S rat a1, < +a—AjAk<a. 
From (23f, (22), (21), (13), (16), (7), (8), (6) it follows 


=] 
(24) |Px(z)|< a°? rink = (arykym0 < (a-a% 4ko] 


for every ze Kr, k <n, and from (24), (20), (18), (14) follows (17), 
q. e. d. 
We shall evaluate the number 


kn 
Bp = lim]/|Px,(3%)|. 
no 
After (11) 
4,—3,>L for i<p, 
Hp — 41, > 3, — 314 > lp for i>p, 


a—3l, zaț, 
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and hence, according to (16), (7), for n >p 


= 3l,- (a — 3l))°n,0: 13%, — 40, |*n. 1... [3l —41,f8np..181, — 41, |*n.n = 
3\°n.0 "n sn Sn, p— + Sn ETS 
> 3l, (ag) "tm ama pimp piatta ttn, 
From (8) we follow 
8n, 0 


8n,1 ] 8n,2 8n, p—1 ] 8n,pttSn,n__7 5] % ap_1] Sptapęyt""+a 
Pina ima met] np an al ee art pt pt an 


a, 7 dy @n_1 30,+-a +... 1 
Sl E > 5 


according to the lemma, (*) and since l,<1, the more after 
(15), (8): 
ky = l 


es ek E m e _—. N 1 
(26) DZY GR P ali n, ui papt “+ 8n, n > FE n, 0 (3) À A Lc PES 


From (25), (26) it follows 


— 3\0 /1\tmo ` 
TA (34,)| > Var («Shi (3) re 


(27) Haba EU mid 
k | 3 kaj peste JA 
n (l -— 8n,0 


Since Sn, o = 2", then after (3), lim sa 0= + oo, lim kn = + oo, 
n->eo > 


(Kn > 8n,0) 
x lim eh aut >, 
(28) >l a am =. Wk, Vice 
Sn, 0 n=l 
kn 


for, after the lemma Ja < 1; because lim /31, = = 1, from (27), 


n= | n-> 20 
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(28) follows 


1 
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Èn a — — 
r = 5 
By = lim Vi Pr (34,)| > = | ST. 
noo la ae 


In particular, for a = 2,795 is a—3— 2,42 so B,> 1,1 and, 
for a - 2A*+- 3, p> A. [It is known from the work of M. LEJA 


(Ann. Soc. Pol. t. XII, p. 57—71), that for every z a finite 
k 


number B(z) exists, such that lim V| Px,(2)| < B(2)]. 
noo 
We put e = and obtain for A=1,1: 


Pp(1—e) > 0,95 - 1,1 = 1,045, 
kn 


lim V| P,,(3lp)| (1—e) > 1,015, 


n=>co 
kn 


V|Px_(31,)| (1—e) > 1,04 for every n= No, 


| Pa (dlp) (ley "| > 1,04% for every N> No, 


and so the sequence P,(z) (1—e)"" is not bounded in any 
|z|<ó, for, according to (12), lim 3lp= 0; and so (xy) does 
not exist, q. e. d. Ah 


Remark. It is easy to verify, that the polynomials P;,(z) 
are commonly bounded in the circle al. This circle 
can, therefore, be added to the set C, and taking the poly- 
nomials P} (242) and the set C* Ki (the image of C by the 


z \ 
transformation a | we obtain a result analogous, and 


C*C{|z|<1}, all roots of P; (2az) involved in C*. We observe, 
that the existence of multiple roots of P,,(z) (and Pz,(0) = 0) 
is not essential, for every one of them can be replaced with 
simple roots, lying in the very circle K,, their dislocation 
being indifferent. 

Denoting with z(ó) the transfinite diameter of the set 
O{|z—z| <ô}, I put the question, whether the problem of 
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M. LEJA possesses a solution affirmative with the hypothesis 


r(0) 


dl) = a — lim >0, 
0-0 
= i T(ó0) ; 
ev. a= 1, or a= lim 5 >0, ev. a=a=a=lL. (The inequa- 


6->0 
lity is fulfilled 0 <a <a < 1). 


M. LEJA has put, besides, the folloving problem: given 
a closed bounded set C of transfinite diameter > 0, does always 
a point ze C exist so, that for 2, the problem defined on the 
beginning, admits of a positive solution. In connection with 
this we can put forward the question, whether the following 
generalization of LEBESGUE's theorem about the points of 
density is valid: for every closed and bounded set C of transfi- 
nite diameter > 0 a sub-set C, exists so, that every C, CC, has 
a transfinite diameter 0 and for every ze C—C, the problem 
admits of a positive solution. 


Jelenia Gróra, 1. I. 1947. 


UNE CONDITION DE REGULARITE 
ET D'IRREGULARITE DES POINTS FRONTIÈRES 
DANS LE PROBLEME DE DIRICHLET 


Par F. LEJA (Kraków) 


1. Soit F un ensemble fermé et bornć des points du plan 
et 2, un point de F. Je dirai que l’ensemble F possède au point zo 
la propriete V si a chaque suite de polynomes 


P,{2) — don CE ji Ain a j eee -|- Anny n L, pO a, 


uniformément bornée dans F et a chaque £>0 on peut faire 
correspondre un voisinage V du point 2, tel que la suite 


Piz) 
(1+e)"° 


soit uniformément bornée dans V. 

On peut prouver que l’ensemble F possède la propriété V 
en chaque point d’un continu quelconque appartenant à F1) 
et qu’il peut ne pas posseder la propriété V en un point isolé de F 
et, plus généralement, en un point qui n’est pas un point de 
condensation de F. M. Z. ZAHORSKI a donné recemment un 
exemple d’un ensemble F ne possedant pas la propriété V en 
un point limite d’une suite des cercles appartenant à F2). 


near, 


2. Soit D un domaine plan quelconque contenant le point 
oo dans son intérieur. Désignons par F la frontière de D et par 


(7(z) 
la fonction de Green classique de D avec le pôle a l'infini, 
c'est-à-dire la fonction réelle, positive et harmonique dans D 


1) La démonstration dans mon travail inséré dans les Math. Annalen 
t. 108 (1933), p. 517—524. 
2) Ce journal, t. 20, p. 215. 
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possedant les deux propriétés suivantes: 1° La difference 
G(2)—loglz| tend vers une limite finie lorsque z—> oo, 2° G(z) 
tend vers zéro lorsque z tend vers un point quelconque de F. 

On sait que si la fonction G(z) existe elle est unique. La 
différence G(z)— logz constitue la solution du probleme de 
Dirichlet pour le domaine D et les données frontières: — log 2. 
Sì cette solution existe quelles que soient les données frontières 
continues sur F, le domaine est dit régulier. S. ZAREMBA 
en 1908?) et puis H. LEBESGUE en 19134) ont donné des 
exemples des domaines irréguliers. 

Dans un domaine irrégulier la solution du problème de 
Dirichlet n’existe pas toujours (c’est-à-dire pour toutes les 
données frontières continues). La fonction de Green classique 
n’existe jamais. Néanmoins, à chaque domaine D, régulier 
où non. dont la frontière F est de diamètre transfini positif, 
on peut faire correspondre, en suivant une méthode créée 
en 1909 par S. ZARIgWBA*) ou une autre créée en 1924 par 
N. WIENER), une solution unique du problème de Dirichlet 
généralisé et, par suite, aussi une fonction de Green généralisée ?), 
que je dćsignerai comme plus haut par G(z). Un point 4, de la 
frontière F est dit, d’après LEBESGUE, régulier si chaque so- 
lution du probleme de Dirichlet généralisée tend vers la valeur 
donnée en żę lorsque #-+2y. Dans le cas contraire il est dit 
irrégulier. 

M. G. BOULIGAND a démontré) que: Pour qu’un point zo 
de F soit régulier il faut et il suffit que la fonction de Green 
généralisée G(z) tende vers zéro lorsque #—> So- 


8) Atti del 4. Congresso Intern., Roma 1908, t. II, p. 194. 

4) C. R. de la Soc. Math. de France 1913, p. 17. 

$) Sur le principe de minimum. Bull. de l'Acad. des Se., Cracovie 1909, 
p. 197—264. 

6) Journ. of Math. and Physic, Mass. Inst. of Technol. 1924, p. 24. 

7) Voici sa définition par la méthode de Wiener: On construit une 
suite croissante des domaines réguliers {Dn} contenant le point co, contenus 
dans D et tels que D, > D: on forme la fonction de Green classique Gn(2) 
du domaine D, et on démontre que la suite {G,(z)\ tend dans le domaine D 
vers une limite G(z) indépendante de la suite {Dn}. Cette limite est, par 
définition, la fonction de Green généralisée du domuine D. 

8) Annales de la Soc. Polon. de Math. t. 4 (1926), p. 59—112. 
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Il est clair que tous les points frontières d’un domaine 
régulier sont réguliers. Un domaine irrégulier dont la frontière 
est de diamètre transfini positif possède au moins un point 
irrégulier. Si ce diamètre s’annule, tous les points de F sont 
irréguliers, par définition. 


3. On doit à H. LEBESGUE et à N. WIENER certains critères 
de régularité des points frontières. Le but de cette note est 
de démontrer le critère suivant: 

La condition nécessaire et suffisante pour qu’un point zo 
de la frontière F d'un domaine plan D (contenant le point co) 
soit régulier est que F possède en ce point la propriété V. 


Démonstration. Soit {2,,¢),...,¢n} un système de n +1 
points de F. Désignons par V(Zp,...,¢n) le produit de toutes les 
distances mutuelles de ces points 


VOOR 77. trl 
0<i<k<n 


et par {91713 ---17n} un Système de n +1 points de F tels que 
le produit V(7,-..-;%n) soit le plus grand. Supposons que les 
indices des points 79;---37n Solent choisis de manière que parmi 
les produits 


A; rw (ri — No) ... (Mi — ni—1) (mi — Ni+1) ... (mi — Ml, 1 =0),..., N, 


A, soit le plus petit et formons les n-;-1 polynomes 


SEO e TE En 
(1) 8 MNM MM M— Nii Mi — Mn 
oJ l dir, A) 


que j’appelerai polynomes extremaux de Lagrange appartenant 
a Pensemble F. On démontre que, en chaque point de F, on a 


(2) \LO(z)) <1, à 0 Er ND, 0 
et que, si le diamètre transfini de F est positif, la 


n 
suite {logV|L®(2)]} tend dans le domaine D vers la fonction 
Rocznik Pol. Tow. Matem T. XX. 16 
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de Green généralisée de ce domaine *) 
n 
(3) lim log V.TO (2)| = (2). 
n00 


1° Supposons que F possède la propriété V en un point żę 
de F. Alors il suit de (2) que la suite {L(z) : (1 --e)7) est uni- 
formément bornée dans un voisinage V de 2, donc dans ce 
voisinage on a 


(4) |Z0(2)| <M(1+ e)", pour n = 1,2,... 


et d’après (3) G(z) <log(14 e). Puisque G(z)>0 dans D done 
lim G(z) =0 et par suite le point 2, est régulier. 
220 


20 Supposons maintenant que 2, soit un point régulier 
de F. Donc à chaque e > 0 on peut faire correspondre un cercle A, 
de centre 2, tel qu’on ait 


(5) G(z) < log (1 + 1 dans D- Ks. 
D’après la travail cité les polynomes extremaux (1) possè- 


dent la propriété suivante: 
La limite 


n 
lim sup {max /| Lo (z)]} 
n>oa i 
est egale a 1 dans Vensemble CD, complémentaire a D, et 
à e6@ dans le domaine D, donc elle est comprise d’après (5) 
entre 1 et 1 +2 dans le cercle K,. Par conséquent la limite 


supérieure de la suite 


n 
Nzpta|:|1 + = où + peut dépendre de n, 
est dans le cercle K, plus petite que 1, done la suite 
e |" 
(6) | L9(e): (1 La A Halo, 


est bornée en chaque point de A,. 


t. 18 (1945), p. 1-11. 
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J'ai démontré ailleurs 1°) que si une suite des polynomes 
{P,(z)} est bornée en chaque point d’un continu issu d'un 
point 2), alors, quel petit que soit «>0, la suite {P,(z):(1-+ «)"} 
est uniformément bornée dans un voisinage de 2,. Il résulte 
de ce théorème appliqué à la suite (6) que la suite 


br + 3 


est uniformément bornée dans un cercle A de centre 29; 
done il existe un nombre M tel que dans le cercle K 


(7) ILO(2)| <M (1 + 5) pour n = 1,2,..., O<i<n. 


Soit {P,(z)} une suite des polynomes uniformément bornée 
sur F. D’apres la formule d’interpolation de Lagrange on 
a identiquement 


P,(2) = > Pal) LO (2) 


i=0 


donc, si |P,(2)| <N sur F, on a d’après (7) 


1P,(z)| < (n+1) MN Ę + à | dans K 
et par suite | 
Paz) _ (n+1) MN(1 + 6/2)” ere 
(+e ` (1+ e)" 


Le dernier membre de cette inégalité est borné donc Pen- 
semble F possède au point 2, la propriété V. 

Il reste à examiner le cas où le diamètre transfini de F 
est égale à zéro. Dans ce cas on a 


(8) lim }|L(z)| = © 
noo 


en chaque point du domaine D). Je dis que dans ce cas len- 
semble F ne possède la propriété Y en aucun de ses points. 


10) Math. Annalen, t. 108 (1933), p. 517—524. 
11) Annales de la Soc. Polon. de Mathém. t. 12 (1934), p. 65. 
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En effet, d’après (2) la suite {Z(2)} est bornée sur F. Si F 
possedait la propriété V en un point z de F, l'inégalité (4) 
serait satisfaite dans un voisinage de 2, ce qui reste en contra- 
diction avec la formule (8). Le théorème est donc démontré. 


4. Le critère précédent concerne le problème de Dirichlet 
dans le plan. Soit maintenant F un ensemble des points dans 
l’espace a 3 dimensions. Désignons par | PPf| la distance du 
point variable P au point fixe P. 

Je dirai que F possède en un point P, de F la propriété V 
si a chaque suite des fonctions harmoniques de la forme 


n 


1 
PaP an RSE, eee n=1 RE 

( ) Z | PP | ? us? ? 
où C, désigne une constante, uniformément bornée supé- 
rieurement dans l’ensemble F et à chaque € > 0 on peut faire 


correspondre un voisinage V du point P, tel que la suite 
DZ) — ne mE les 


soit uniformément bornée supérieurement dans V. 
Il est probable que le critère précédent reste vraie dans 
l’espace lorsque la propriété V y est entendue au sens dernier. 


SUR LES PRINCIPES GEOMETRIQUES DE LA THEORIE 
DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES 


Par GEORGES BOULIGAND (Paris) 


1. Retenu a Paris les derniers jours de mai 1947 par mes 
cours, alors inachevés, je viens saluer la mémoire du Maitre 
dont l’oeuvre a été décisive en plusieurs domaines, notamment 
en théorie du potentiel et dont l'esprit rigoureux n’était qu’une 
des marques de son haut idéal. Fort modeste, mon apport 
dira d’autant mieux mon désir d’être de ceux qui témoignent 
ici à STANISLAS ZAREMBA leur admiration, leur gralitude, 
leur affection. 

À la fin de 1923, comme je tentais d’étendre le principe 
de DIRICHLET, par exemple au cas où la frontière offrirait 
un point irrégulier unique, HENRI LEBESGUE me donna 
une idée du chemin déjà parcouru dans ce sens, et par HENRI 
POINCARÉ dans son mémoire sur le balayage, et aussi par 
ZAREMBA. grâce à un théorème dont l’énoncé me sembla des 
plus curieux: il évitait de mettre explicitement en cause les 
conditions à la frontière pour n’introduire, avec des intégrales 
triples étendues au domaine D lui-même, qu’une identité 
valable dans le champ des fonctions ayant leur gradient de 
carré sommable dans D et détenant Vharmonicité dans D. 
Ce théorème qui datait de 1909 (Sur le principe du minimum, 
Bulletin de l’Académie des Sciences de Cracovie), prit sa pléni- 
tude dans le mémoire fondamental publié par ZAREMBA 
en 1927 (Journ. de Math. p. et appl., 9-e série, t. VI, p. 127—163), 
car l’idée qui l’inspirait conduisait, de la manière la plus natu- 
relle, à une forme d’énoncé englobant les principes de DIRICHLET 
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et de NEUMANN!). Ce mémoire avait été précédé par une 
communication de son illustre Auteur dans les Comptes Rendus 
de l’Académie des Sciences de Paris, datee du 10 mai 1926 
(t. 182, p. 1129) ?). 

De tels progres se comptent. Et pourtant, malgré des culmi- 
nations de ce genre, l’oeuvre de ZAREMBA en impose dans 
toutes ses parties. Cette constance s’explique en partie par le 
souci de reprendre toutes les questions a leurs principes. Et par 
là, ZAREMBA se montre à tous tres accessible; très stimulant 
aussi, car on lit entre ses lignes la possibilité de travailler uti- 
lement, en approfondissant tel ou tel secteur bien localisć des 
théories classiques. 

Voila la pensée qui ma décidé à écrire ce qui suit. 


2. De même que ZAREMBA a renouvelé bien des recherches 
de théorie du potentiel en substituant à la notion classique 
du laplacien, somme de dérivées secondes, la notion de certains 
laplaciens généralisés3), de meme on peut reconsidérer, à partir 
de ses principes géométriques, la théorie des équations aux 
dérivées partielles du premier ordre. Dans les exposés tradi- 
tionnels relatifs à l’équation 


f(x, 4,2, p,q) =0, 


on associe à chaque point d’une surface intégrale le plan tangent 
en ce point, de manière à voir en cette surface un lieu d’éléments 
de contact annulant f. En réalité, pour prévoir l’absence possible 
de plans tangents en certains points de la surface qui sera 
dite intégrale, il vaut mieux introduire en chaque point de 
cette surface son contingent et son paratingent. Supposons 
d'abord que le cone des éléments de contact attachés a un 
point donné soit un cône convexe I. 


— IC LE Z 2 ZZL 


1) Voir dans le méme recueil un autre important résultat donné, comme 
conséquence du précédent, par M. Otton Nikodym (t. XII, 1933, p. 95—108). 

2) Voir aussi la communication qui fait suite à celle de Stanislas Za- 
remba. 

3) S. Zaremba. Contribution à la théorie d'une équation fonctionnelle 
de la Physique, Rendiconti di Palermo, t. 19, 1905, p. 140—150. 
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Une surface S sera dite une integrale contingente de f —0, 
si en chacun de ses points, le contingent de S est formé de 
rayons non intérieurs à J’ et dont Pun au moins est sur la sur- 
face de ce cone. Au sujet de l’intégrale contingente, je rappellerai 
seulement ces résultats: 


1° Considérons un ensemble ponctuel # du plan z0y, et 
mesurant la longueur d’un are dans ce plan par une intégrale 
de la forme 


| (2,4; dx, dy) 


où la fonction y, positive est positivement homogène et du 
premier degré en dx, dy, telle en outre que le demi-cône 


C = (x,y; 6,4) 


soit convexe et compris entre deux demi-cónes de révolution 
t= x VE + 72, si l’on désign® par 6(x,y) la plus courte-distance 
(au sens de la longueur irréversible selon g) comptée depuis 
ensemble E jusqu’au point (x,y), j'ai montré que la surface 
z= Ô(x,y) est une intégrale contingente de l’équation de HAMIL- 
TON-JACOBI dont le cône élémentaire /' au point x,y,z eat 
précisément le cône ci-dessus). 


2° Dans une étude concernant les courbes dont les demi- 
tangentes, en un de leurs points sont intérieures (au sens large) 
à un cône convexe /(M) préalablement donné en ce point, 
de manière que les divers 7'(M) constituent un champ continu 
de cône, M. ANDRE MARCHAUD a déterminé les frontières 
des régions offertes à de telles courbes issues d’un ensemble 
ponctuel donné; il a montré qu’une telle frontière s'offre comme 
intégrale contingente d’une équation aux dérivées partielles 
dont le cône élémentaire en tout point M est l'(M)5). 

La notion de l'intégrale contingente, qui appellerait certains 
théorèmes de détermination univoque, est un premier exemple 


4) Bouligand G., Kssai sur l'unité des méthodes directes (Mémoires 
de la Société royale des Sciences de Liège 1933, 3° série, t. XIX. Voir les 
n% 49 A 51). 

5) A. Marchaud, Sur les champs continus de demi-cônes convexes et 
leurs intégrales. Compositio mathematica, vol. 3, 1936, p. 89—127. Voir les 
n°5 27 et BK. 
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des extensions naturelles de la notion d'integrale d’une équation 
aux dérivées partielles *), obtenues à partir d’une revision des 
principes géométriques de la théorie. 


3. Mais on peut, s’orientant dans une autre voie, définir 
des intégrales paratingentes. Ce nom sera donné a une surface 
dont le paratingent en chaque point est réduit à un plan, ce 
plan devant être tangent au cône élémentaire (M) de l’équa- 
tion f--0 considérée. De cette définition, il ressort qu’une 
intégrale paratingente est un lambeau d’une intégrale au 
sens de la théorie de CAUCHY: prenons sur une telle surface 
un point non situé sur une arête de rebroussement, alors l’en- 
semble des points de cette surface susceptibles d’être joints 
au précédent, en restant sur la surface, et sans avoir à franchir 
une des arêtes de rebroussement nous fournit la notion d'une 
intégrale paratingente. 

J”ai eu recours à cette notion pour étudier ce que deviennent 
les intégrales d’une équation aux dérivées partielles dépendant 
d'un paramètre, quand le cône élémentaire, pour une valeur 
de ce paramètre (nous supposerons de nouveau ce cône convexe) 
tend en chaque point à venir s'appliquer sur un plan J/( JL) *). 
Supposons que la répartition de ces plans donne naissance 
à une équation intégrable aux différentielles totales. J'ai montré 
qu’alors les intégrales paratingentes sont de largeur infini- 
ment petite. Quant aux intégrales au sens de CAUCHY, j'al pu 
prouver qu'elles vont présenter des arêtes de rebroussement 
de plus en plus nombreuses et se resserrant sur la surface, 
mais cela, en particularisant le problème. Posons, nous le 
problème de CAUCHY pour une courbe Z tangente en chaque 
point M au plan /7(M) et supposons qu'il y ait un groupe 


‘) L'hypothèse de convexité du cône élémentaire joue ici un rôle 
essentiel. 

7) G. Bouligand, Sur les équations aux dérivéex partiellex du premier 
ordre infiniment voisines d'une équation non intégrable aux différentielles 
totales, Journ. de Math. p. et appl. 9° série, t. XVI, 1937, p. 251—266, 
Remarquer à cette occasion que la forme réduite adoptée au n° 3 de ce 
travail et qui joue un rôle privilégié dans toute la suite ne représente qu'un 
cas particulier. Cela, au même titre que les équations différentielles 
dy —f(x,y)dx=0 où f vérifie une condition de Lipsehitz par rapport au 
cas où f est, sans plus, en dépendance continue du point (z,y). 
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continu a un paramètre conservant à la fois la courbe L et 
la famille de nos équations aux dérivées partielles. On se ra- 
mène alors immédiatement au problème de CAUCHY pour une 
équation différentielle ordinaire ce qui rend la démonstration 
tres immediate. 


4. Le problème limite qui précède vient de montrer l'in- 
teret que présente la notion d’intégrale paratingente. En 
ćtudiant des exemples tels que 


p = p(y), p = žy ly), 


où y est une fonction continue sans dérivée, on comprend 
que l'absence de certaines dérivées partielles pour la fonction f 
au premier membre de f(x,y,z, ,p,q)=0 doit conduire, si non 
à la disparition, du moins à la raréfaction des intégrales para- 
tingentes 8). 

Mais à côté de ces divers résultats, antérieurement publiés, 
il y a lieu d'insister sur un point essentiel: il consiste en une 
relation qu’on peut établir entre les intégrales au sens de CAUCHY 
de f=0 et les intégrales paratingentes d’une autre équation, 
dans l’espace à quatre dimensions. Cette relation s'établit 
par voie de projection sur la variété u — 0, c’est-à-dire sur 
l’espace Oxyz, parallèlement à l'axe Ou, dans Vhyperespace 
Oryzu; cela dans des conditions que nous allons maintenant 
préciser. 


6. Il est naturel de confronter l’équation f=0 avec un 
système 


(S) p — A(x,y,2,u) q= B(x,y,2.u) 


qui sen déduit en passant de la courbe C,,, définie dans le 
plan p,q par- 


J(v,y,2,p,q) = 0 


et dépendant des trois paramètres x,y,z a sa représentation 
paramétrique ci-dessus. Or l’intégration du système (S) équi- 


8) G. Bouligand, Note XII du Précis d'Analyse de Lainé, tome II 
3° et 4° édition. 
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vaut à la recherche, dans l’hyperespace Oxyzu, d'une hyper- 
surface 


(h) u = u(1,y,2) 


vćrifiant Péquation linéaire 


4,» 
(2) dy 
+ As rage Bx + A,B — B.A =0 


du du 
— Bazę + (BAu —ABu) 3- + 


où les indices symbolisent des dérivations partielles accomplies 
sur les fonctions qu’ils accompagnent; puis, cette hypersurface 
ayant été obtenue a la recherche de surfaces o situćes sur elle, 
ou encore de surfaces w qui sont les projections des o sur u=0 
et qui satisfont a l’équation aux différentielles totales (ainsi 
rendue intégrable): 


(6) dz = A[w,y,ż,ul(x,y,2)]|da + B[x,y,2,u(x,y,2)]dy. 


En vertu de (4), on fait ainsi apparaitre une famille de 
surfaces 4 un parametre; ce sont des o particulieres dont les 
projections © sur u 0 sont des intégrales de f -0. 

Comme on le voit, nous n’avons pas recherchć ici (ce qui 
serait malaisé) la généralité maxima. Nous avons admis 
que A, B ont des dérivées premiéres continues par rapport 
aux quatre variables z,y,z,u. Pour bien délimiter les pré- 
misses, convenons que la donnée initiale est celle du systeme (S) 
et restreignons-nous à une étude locale autour d’un système 
de valeurs £osYosZ2os Uo Pour lequel les dérivées A, et B, ne 
soient pas simultanément nulles. On peut alors passer de (S) 
à une équation f= 0. Soit par exemple A, +0. Alors f = 0 
s'écrit 

4 Bfx,y,2, U(x,y,2,p)| 


U ayant des dérivées premières par rapport à æ,y.2,p, ce qui 
permet d’envisager le système des caracteristiques de f- 0. 


6. Mais avant toute considération de ce genre, plusieurs 
remarques 8’imposent. Supposons qu’on parte d'une surface w 
qui soit une intégrale quelconque de f=0. Alors, en chaque 
point de w, les deux équations de (S) ont une solution commune 
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en u. De w, on déduit donc une surface o de l’hyperespace Oxyzu 
par laquelle il va passer en général une intégrale bien déter- 
minée de l'équation (4) du n° 5, par exemple l’hypersurface (h). 

Il convient de se représenter que cette hypersurface est 
engendrée par les courbes intégrales du systeme différentiel 


dx dy dz du 


Po ete ee M "R. BA, AB, 


et qu’à ce titre, rien ne s'oppose à ce qu’elle ait des hyper- 
plans tangents parallèles à l’axe des u. Le lieu des points de 
hypersurface (h) où se présente cette circonstance est une 
variété a deux dimensions, soit (w). L’une des surfaces o qui 
sillonnent (4) pourra couper (w) suivant une courbe y: la pro- 
jection w de cette o présentera dès lors en général une arête 
de rebroussement, qui est elle-même la projection de y (tou- 
jours sur u=0). 


€. Considérons le problème de CAUCHY relatif a Véqua- 
tion f=0 et a une courbe C et une surface w apportant une 
solution de ce problème. Cette surface w est la projection 
sur u = 0 d’une surface o qui est la solution d’un autre problème 
de CAUCHY relatif au système (S) et à une courbe J" projetée 
sur u = 0 suivant C et le long de laquelle u se détermine, une 
fois p,y calculés par le processus classique, en utilisant Je 
système (S). Lorsque l’on a trouvé 7, on peut à volonté s’en 
servir pour retrouver la surface w: à cette fin, on passera par 
l'intermédiaire de l’hypersurface (h) qui est une intégrale de 
l'équation linéaire (4) et qui contient J; il y a sur cette hyper- 
surface une surface o qui va contenir aussi I" et sera projetée 
suivant w. 

Cela fait comprendre le mécanisme des cas d’indétermi- 
nation. Dans ce qui précéde, nous avons en effet exclu implici- 
tement le cas où J" serait une courbe caractéristique de l’équa- 
tion linéaire (4). Lorsque cette circonstance se produit, le 
système (S) fait spontanément correspondre a J" (le long de 
laquelle z,y,z,u sont fonctions d'un certain paramètre) une 
courbe de l’espace x,y,z le long de laquelle, en vertu du sy- 
steme (S), les cing quantités x,y,2,p,q sont elles-mêmes des 
fonctions du paramètre précédent. On voit ainsi s’introduire 
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tout naturellement les bandes d’elements de contact, que la 
théorie classique fait intervenir indépendamment du système (S) 
et qu’elle dénomme encore caractéristiques pour exprimer 
qu'elles se prêtent au raccord d’une infinité de surfaces inté- 
grales de f = 0 ?). 


8. Au point de vue didactique les considérations élémen- 
taires qui précédent forment, grâce à l’adjonction d’une qua- 
trième dimension, une introduction naturelle a l’étude d’une 
équation du premier ordre f(x,y,2,p,q) —0 par les méthodes 
ordinaires propres à l’espace à trois dimensions et inspirées 
par l’idée de dualité. D'ailleurs, dans des problèmes classiques 
comme la recherche d’une surface dont les normales rencontrent 
une courbe assignée, c'est à un système (S) (et non à une ćqua- 
tion du type f=0) que l’on se trouve directement conduit, 

Au point de vue de la recherche, on apercoit maintenant 
des questions intéressantes. Il suffira, dans l'application de 
la méthode signalée au n°5, de conditions supplémentaires 


— = s Z o T 


©) On pourrait essayer d'appliquer ce qui précéde à l'étude du corm- 
portement des solutions d’un système (S,) de la forme suivante 


p=y +eEA(x,y,z,u) q—eB(x,y,2,u) 


en supposant que € désigne un paramètre susceptible de tendre vers zéro 
(et aussi, de figurer dans À et B). L’équation (4) s'écrit alors 


Pen yee IE TEZY FIA Ay—- Bx + AzB — B,A=0. 
dx cz € 


Ses caractéristiques sont les courbes intégrales d'un champ vectoriel 
aux composantes 


l 
Bu , me. cere BAu, F + Ay—By+ ha B,A e 


Le vecteur du champ tend à devenir parallèle à l’axe des u quand € 
tend vers zéro et on peut espécer rejoindre dans cette voie les recherches 
citées au 2° alinéa du n° 3; cela en particularisant (Se) de manière que, 
pour l'équation fe = 0 correspondante, le cône enveloppé par les plane 
des éléments de contact issus d'un meme point soit un cóne convexe et 
supposant de plus que la courbe C ait été choisie de manière que la tangente 
en chacun de se points se trouve à l’extérieur du cône correspondant. 
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peu restrictives!°) pour être en mesure d’affirmer que (h) est 
une intégrale paratingente de (4) et que les surfaces*s déduites 
de (h) par l'entremise de l’équation (ô) sont des intégrales 
paratingentes du système (5). La recherche des dites con- 
ditions accomplie, on verrait se préciser la relation entre inté- 
grale de CAUCHY et intégrale paratingente, la premiere s’offrant 
dans l’espace Oxyz comme la projection d’une intégrale para- 
tingente de l'hyperespace Oryzu. 


9. Ce qui précéde suppose que l’on ait étendu la notion 
d’intégrale paratingente a un système d’équations. Il suffit 
pour cela de suivre la voie la plus naturelle. Considérons un 
système de la forme 


h=h=..=f1=0 


conditionnant n fonctions inconnues 2,,2,...,2n, de deux va- 
riables indépendantes x,y (ou de variables plus nombreuses) 
ainsi que leurs dérivées premieres 


P15 Das. Dn 
dy 423+- 4n- 


Dans l’espace (x,y,2, 2,-.-)2n) Une intégrale paratingente 
est une variété 


2 = 2lL Y), Za = Z(Y), -3 Mn = Żn(T,Y) 
dont toute paratingente en chaque point est dans une variété 


linéaire 


10) La nécessité de telles conditions apparait lorsqu’ayant pris, dans 
un espace à n dimensions une famille F à n—1 paramètres de courbes, 
douées d'une paratingente unique en chaque point et telles que dans une 
région R, il passe une et une seule de ces courbes, et pris en outre une 
autre courbe L à paratingente unique, on se propose d’étudier l’ ensemble 
formé par les courbes de F rencontrant L. Dans le cas n= 3, par exemple, 
on ne peut pas conclure des conditions venant d’être énoncées que cet 
ensemble soit constitué par une surface douée en chaque point d'un para- 
tingent plan. 


238 G. BOULIGAND 


Zy-PX+ HY, %,=PoX+QY,..., Zn PnÀA + QnY 


astreinte en ce point à la condition, pour les coefficients des X, Y 
dans les seconds membres, d’annuler fis fos». fn) 


10. Cette notion générale s’est montrée féconde en des 
recherches récentes d’un de mes éléves, M. GEORGES LLENSA, 
qui a étudié le système classique 


> > > > > -> 
(S) grad v -grad w = grad w - grad u = grad u - grad v == 0 


de la théorie des systèmes triples orthogonaux, en s’attachant 
à découvrir des propriétés de dérivabilité des surfaces u = const., 
v = const., w — const. définies par une de ses solutions (u,v, w). 
Comme l'élimination de deux des fonctions inconnues pré- 
suppose des proprićtćs de dérivabilité, il était naturel de com- 
mencer, à ce point de vue, par étude de solutions particulières 
conduisant à des systèmes triples, ou dans l’une des familles, 
le passage d’une des surfaces à une surface infiniment voisine 
peut s’interpréter comme une opération infinitésimale de 
parallélisme, mais en supplantant le parallélisme euclidien 
par le parallélisme au sens de LOBATCHEFSKY (schéma de 
POINCARE). 

Soient alors O(u) et A(w) le centre et le rayon d’une sphere 
S(u) fonction continue du paramètre u. Soit F, la famille des 
surfaces de niveau d'une intégrale paratingente quelconque 
de l’équation 


(MO — k?) grad?u = 1 


et soit F, toute famille F, déduite de trois fonctions u,v,w (de 
gradients +0) fournissant une intégrale paratingente du sy- 
stème (5). M. GEORGES LLENSA établit les deux théorèmes 
suivants 1*). 


1) G. Bouligand, Sur quelques groupements de problèmes. La Revue 
Scientifique 82° année 1944, page 10, premiére colonne. 

1?) G. Llensa, Sur les proprietea de dérivabilité relatives à certains 
sysiemes triples orthogonauz, C. R. T. 220, 1945, p. 297. Voir aussi C. R. 
T. 222, 1946, p. 845. 
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Théorème I. Pour qu'une surface u = w, disjointe de S(ug), 
appartienne a une famille F, (au sens indiqué ci-dessus), il faut 
et il suffit qu’elle soit à courbure bornee. 


Théorème II, Pour qu'une surface u = ug, disjointe de S(ug), 
appartienne à une famille F,, il faut et il suffit que sa représen- 
tation explicite possède des dérivées secondes continues. 


Et M. LLENSA montre encore (voir sa seconde note citée) 
que le résultat obtenu pour u = up, lequel se transmet aux 
surfaces voisines de la même famille, ne doit faire préjuger 
en rien de Ce qui se passe pour les deux autres. 


On voit ici se manifester, grâce a la continuité des gradients 
de u,v, w (réclamée par la propriété spécifique d’intégrale para- 
tingente qui particularise toute famille /’,) des propriétés d’hyper- 
dérivabilité du système S (c’est-à-dire impliquant l’existence 
de dérivées d’un ordre supérieur à celui des dérivées présentes 
dans S). Dans le théorème I, qui généralise une remarque 
très immédiate relative à l'équation familière p* + q? = 11), il ne 
serait pas nécessaire d'introduire une intégrale paratingente, 
mais seulement une intégrale uniforme. Cette substitution 
n’est plus possible dans l’énoncé du théorème II, comme l’a 
signalé M. G. LLENSA en soutenant sa Thèse à Paris le 
21 juin 1947. Et en effet, il existe des solutions uniformes de (S) 
qui correspondent par exemple à des surfaces de révolution 
parallèles entre elles, au sens euclidien, mais qui tout en étant 
x courbure bornée, n’ont pas partout de courbure principales 
définies. 


11. Je suis au ferme de l’exposé que je me proposais de 
donner ici, exposé qui vaut surtout par les compléments que 
d’autres ont su ajouter à mes propres idées. Mais j'ai l'impression 
que l'esprit animant ses différentes parties se distingue par 


13) G. Bouligand, Bull. Scienc. Math. 2° série, t. 60, 1936, 
p. 211—213. - 
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une tendance a mettre au premier plan l Analyse yeometrique 14) 
celle qui dépasse les préoccupations du continu purement nu- 
mérique, en étudiant de la maniére la plus générale possible 
les limites des suites de figures. Et STANISLAS ZAREMBA 
est certainement l’un de ceux dont l’oeuvre a canalisé 
dans cette voie une partie importante de l’activité mathé- 
matique. 


n nn | ——- CC — ——e = — — sein 


14) Ce livre est celui que j'ai choisi pour un nouveau livre destiné 
à synthétiser trois de mes ouvrages antérieurs: Leçons de Géométrie Vecto- 
rielle, Premières notions sur la Théorie générale des groupes, Introduction 
A la géométrie infinitésimale directe. 


REMARQUES SUR LES SURFACES ALGEBRIQUES 
POSSEDANT UNE INVOLUTION CYCLIQUE PRIVEE 
DE POINTS UNIS 


Par LUCIEN GODEAUX (Liége) 


A diverses reprises, nous avons étudié les involutions n’ayant 
qu’un nombre fini de points unis appartenant a une surface 
algćbrique?). En particulier, nous avons considéré les invo- 
lutions privees de points unis, ce qui nous a permis de construire 
une surface de genres Pa — py -0, Pa 2, P, --47). Dans cette 
note, nous nous proposons de reprendre l’étude des involu- 
tions cycligues d'ordre p, privćes de points unis, appartenant 
a une surface algćbrique possćdant oo! courbes canoniques 
efiectives au moins et dont les systèmes pluricanoniques ne 
sont pas composés au moyen d’un falsceau. Nous ćtablissons 
notamment que le système canonique d’une telle surface con- 
tient p systèmes linéaires appartenant a l’involution, que la 
surface support de celle-ci soit réguhere ou non. Nous comple- 
tons en outre, sur divers points, les résultats que nous avons 
obtenus antćrieurement, dans les notes citées. 


1. Commencons par rappeler une propriété des courbes 
algébriques de genre supérieur a l'unité, contenant une invo- 
lution cyclique d’ordre premier, privée de points unis, 


1) Voir par exemple notre exposé: Les involutions cycliques appar- 
tenant a une surface alyébrique (Paris, Hermann, 1935). 

2) Sur une surface algébrique de genres zero et de bigenre deux (Rend. 
Accad. dei Lincei, 2° sem. 1931); Sur les surfaces algébriques de genres 
arithmétique et géométrique zero, dont le genre linéaire est egal a deux (Bull. 
Acad. de Belgique, 1932); Sur les involutions cycliques dépourvues de points 
unis appartenant à une surface algébrique régulière (Idem., 1932). 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 16 
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Soit C une courbe algébrique de genre 7>1, contenant 
une involution cyclique Ip, d'ordre premier p, privée de points 
unis. Désignons par T la transformation birationnelle de C 
en soi, génératrice de J,, et par C’ une courbe image de cette 
involution. Si x’ est le genre de C’, on a, par la formule de 
ZEUTHEN, 


DC ie = ae 


La série canonique | K| de C est transformée en elle-même 
par T et contient un certain nombre » de series linćaires par- 
tielles appartenant a Ip. Désignons par |K,|,|K;,|,...,|K„| ces 
séries partielles. L’une d’elles, par exemple la première | K,|, 
est, d’après l'interprétation géométrique de la formule de 
ZEUTHEN donnée par M. CASTELNUOVO, la transformée de 
la série canonique de C’, de dimension x — 1. 

Les séries | K3], |K;|,...,|K„| ont pour homologues, sur €", 
des séries d’ordre 22’— 2, qui sont nécessairement des séries 
paracanoniques de C’, de dimensions z’— 2. 

La transformation T agit sur les groupes de | A| comme 
une homographie sur les points d’un espace linéaire a 7—1 
dimensions et par conséquent on a 


u—1+(v—1)(1—2)+v=nmn. 


En utilisant la formule de ZEUTHEN, on en dćduit v=p. 


Donc, la série canonique | K| de C contient p series linéaires 
partielles appartenant à Vinvolution Ip, l’une de dimension n —1, 
les p—1 autres de dimension nu — 2. 


2. Soit # une surface algébrique régulière, de genre arithme- 
tique pa>1, contenant une involution cyclique Zp, d’ordre 
premier p, privée de points unis. Designons par T la transfor- 
mation birationnelle de F en soi, génératrice de involution /p. 
Nous désignerons par © une surface image de l’involution 7 


p 
et par pa son genre arithmétique. 


Nous ferons les hypotlieses suivantes: 


1) Le genre arithmétique p, de ® est supérieur à zéro; 
2) Les systemes pluricanoniques de F ne sont pas composés 
au moyen d'un faisceau. 
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La surface © est, comme la surface F, rćguliere et entre 
les genres arithmétiques pa de F et p, de ©, on a la relation?) 


(1) Pat 1 = p(pa+ 1). 

Il en résulte que, p étant supérieur à l’unité, on a pa > pa. 

Le système canonique |C| de F est transformé en lui-même 
par T. Il ne peut cependant appartenir à l’involution Ip, car 
alors il lui correspondrait sur ® le système canonique de cette 
surface et on aurait pa = pa, ce qui est impossible. 

Il en résulte que le système | C| contient un certain nombre » 
de systemes linéaires partiels 


MOREE sox. srl Cols, 


appartenant a l’involution Ip. A ces systèmes correspondent 
sur © des systèmes linéaires complets 


Lofty mr ef 


dont l’un, par exemple |/,/, est le système canonique de © 
d’après un théorème classique d’ENRIQUES. 

Soient Ti, To,..., TY les dimensions des systèmes précédents. 
T opère sur les courbes de | C| comme une homographie sur les 
points d'un espace linéaire à p,—1 dimensions, donc on a 


(2) Ti + Fę + ... + lot v= Pa. 

On à d’ailleurs, puisque |T| est le système canonique de ©, 
Tą = Da — 1. 

Dćsignons par x le genre linéaire de la surface F, par 2’ 
celui de la surface ©. Les courbes C, sont done de genre z et 
les courbes 7° de genre 7’. Entre une courbe 7; et la courbe C, 
homologue, on a une correspondance (1,p) privée de points 
unis, done, d’après la formule de ZEUTHEN, 


(3) r—l=p(u — 1). 


La meme formule s’applique également a ła correspondance 
entre une courbe 7%,73,..., ou T, et la courbe Cą,C5,..., ou C, 
homologue, par conséquent les courbes Js, Ih,- [p sont de 


, 


genre u. 


3) Recherches sur les involutions douées d'un nombre fini de points de 
coincidence appartenant a une surface algébrique (Bull. Soc. Math. de France, 
1919); Les involutions... (loc. cit.). 


16* 
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3. L’adjoint |C'| a |C], c'est-à-dire le système bicanonique 
de F, est transformé en lui-même par 7. D’autre part, comme F 
est réguliere, il découpe sur une courbe C la série canonique 
complete de celle-ci. Si cette courbe est transformee en elle- 
meme par T, c’est-à-dire est une courbe C€,,C,,... ou C,, la 
série canonique de cette courbe contient p séries linéaires 
partielles dont les groupes sont transformés en eux-mêmes 
par 7. 

Soit G un de ces groupes. La dimension du système |C'| 
étant égale a Pat x — 1, il passe certainement des courbes C’ 
par G et ces courbes sont transformées les unes dans les autres 
par T. Il en résulte qu’il existe au moins une courbe C’, trans- 
formée en elle-même par 7, passant par le groupe G. Par con- 
séquent, |C’| contient p systèmes linéaires partiels appartenant 
à l'involution I, et découpant, sur chacune des courbes 
Cis €ą;...,C„ les p séries linéaires appartenant à /,. 

A ces p systèmes linéaires correspondent sur © des sy- 
stèmes linéaires complets parmi lesquels se trouvent les 
adjoints |7y|,|7z|,...,|7F,| aux systèmes |71!, [Ta]. |Z]. 

Puisque la surface © est régulière, adjoint |7y| au sy- 
steme |7,| découpe, sur une courbe J}, la série canonique com- 
plète, de dimension x —1. Si r est la dimension de |77|, la di- 
mension du système canonique de © est done r—x' = p;—1, 
done |77| a la dimension pa + 1 —1. 

Sur une courbe 1°, le système |7y | découpe une série linéaire 
d'ordre 22’—2, paracanonique. Cette série est complete, car 
autrement, il existerait sur la courbe C,, homologue, des groupes 
canoniques appartenant a J, et non situés sur des courbes C’ 
transformées en elles-mémes par 7. Il en rćsulte que cette 
série a la dimension x —2 et que le système |7y —72| a la 
dimensien pa. Il en est de même des systèmes 


[Py — Ish, | PY — F4|,...,|TY—T,|. 


Observons maintenant que les systemes 


|i Da | PY — 73],...,|TY =P, 


coincident, dans un certain ordre, avec les systèmes 


Tal, FUI EHE 
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On a done 
pe ey = 7 = Da. 
Les relations (1) et (2) donnent 


(Da + 1) — 1 = Pa = p (Ppa + 1) —1, 
d’où » =p. 


On voit donc que: 


Si une surface régulière F de genre arithmétique pa>1 et 
dont les systèmes pluricanoniques ne sont pas composés au moyen 
d’un faisceau, contient une involution cyclique d’ordre premier p, 
privée de points unis et dont l’image est une surface © de genre 
arithmétique pa > 6, le système canonique | C| de F contient p sy- 
stćmes linéaires partiels appartenant à Vinvolution; l’un a la 
dimension pa — 1 et est le transformé du système canonique de ©, 
les autres ont la dimension pa. 


4. Supposons maintenant que la surface © ait le genre 
arithmétique p; — 0. On a alors 


Pa = D — 1. 


Le raisonnement précédent n’est plus applicable sans modi- 
fication, le système canonique de © n’existant pas et aucun 
des systèmes | 71 |, | 74|,...,|7„| ne coîncidant done avec le système 
canonique de ©. 

On prouve encore, comme plus haut, que Padjoint |C’| à | € | 
contient p systèmes linéaires appartenant a l’involution J, et 
auxquels correspondent sur ® des systèmes linéaires complets 
parmi lesquels se trouvent les adjoints 


AAC HELA FA FZ. 


Le système canonique |71—74| n’existant pas, |7y| a la di- 
mension 1 —1 et-il en est de même des systèmes |7ż|,..., | I |. 

Le système || découpe, sur une courbe 7/4, une série para- 
canonique complete, de dimension x —2 et par conséquent, 
il existe une courbe 77— 7. De meme, il existe une courbe 
Ti— I3,..., une courbe Jy—-7,„, une courbe 7ą— 1, une courbe 
D— T3,..., une courbe 7; — Tp. Ces différentes courbes coînci- 
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dent nécessairement avec les courbes /4,/%,..., Tp, qui sont 
isolées (chaque courbe étant obtenue plusieurs fois). On a 


Ti = Ta =... = = 0 
et la formule (2) donne 
y= Die D— 1. 


Si une surface algébrique régulière F, de genre arithmétique 
Pa > 1 et dont les systèmes pluricanoniques ne sont pas composés 
au moyen d'un faisceau, contient une involution cyclique d'ordre 
premier p, privée de points unis et de genre arithmétique pa=0, 
le système canonique |C| de F contient p—1 courbes isolées, 
appartenant à l’involution. On a pa=p — 1. 


6. Nous allons maintenant construire le système bicano- 
nique de ©. 
Le système canonique |C| de F, de dimension 


Pa — l= p — 2>0, 
contient p—1 courbes isolees 
Cis C2, 0009 cm 9 


transformées en elles-mêmes par T. On peut choisir une racine 
primitive e d’ordre p de l'unité, de manière à attacher à ces 
courbes respectivement les racines 


£? — Py E, b4 „AR eP_2, 


Le système bicanonique | C’|—|2C| de F contient p systèmes 
linéaires partiels appartenant à I, et qui contiennent respecti- 
vement les courbes 


201, C1+ C2, Ci+ C3,...,C1 + Cpa, Cot Cpi, 
auxquelles sont respectivement attachées les racines 
(HAM IC yee. 
A ces systćmes correspondent sur © les systèmes 
(4) |274|, ilot IDA Tp + pal. 
Parmi ces systèmes se trouvent les p —1 systèmes 
(Tih (TE h- [Tpl 
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Le système |71— 7] n’existant pas, |7y| ne peut coïncider 
avec un des p—1 premiers systemes (4) et on a 
[ri = |T? + lol. 


Observons que les systèmes (4) peuvent s’écrire, dans un 
autre ordre, r 


i+ 72|, |272|, |72-+ £3|;--- [T + Fpl, [T3 + lil. 
On en déduit 
|Tz|=|7Ts+ I5—1| 
et par consćquent 
|Ty | = | Pet Ipa! =|73 + 25744]. 


Or, les courbes 27,1 et Ti + 1-3 appartiennent au meme 
système linéaire et on a donc 


= + 73 + Tpl. 
Par conséquent, 


| lg = Ii 


= |Tz+ Tp-3|. 


Le système bicanonique de © correspond donc à la racine 
eP_? et par conséquent, si nous posons 


il comprend les courbes 
DAT —1) Io + lo; L3 + I p—3, + , Da + Ds: A 


Le bigenre de © est d’ailleurs Pz = x. 
Observons que les À courbes précédentes sont linéairement 
indépendantes et que par suite on a x >A, c’est-à-dire 


p<2n+ 1. 
6. Supposons maintenant que la surface F ait l’irrégularité 
Q= Pg — Pa> 9 
et la surface ©, Virréguiarité 


= 95 — po SA. 
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Nous supposerons py>l, pg>pa>0 et que les systemós 
pluricanoniques de F ne sont pas composćs au moyen d'un 
faisceau. 

La relation (1) liant les genres arithmétiques de F, © est 
toujours valable et par conséquent on a pa < pa, done pg>pą. 

Soient encore |C;|, |C3|,...;|0„| les systèmes compris dans 
le système canonique |C| de F, appartenant a l’involution J, 
et |I,|,|Tz|,...,|/»| les systèmes correspondant sur 6. La re- 
lation (2) s’écrit maintenant 


(5) TY + Ty *... Hr, + v= Py. 


Le système |7,| sera, par hypothèse, le système canonique 
de ©, de dimension p, — 1. 

Sur ®, l’adjoint | T7 | a |7| découpe sur une courbe 74, d’après 
le théorème de PICARD, une série de défaut g’ appartenant 
a la série canonique, c’est-à-dire une série de dimension 
x —q4—1. Ll en résulte que |7y| a la dimension 


Pa — l H nu —q panu —]1. 


Il en est de même, pour la même raison, des systèmes 
|Tz|,...,|Tv|, respectivement adjoints à |Te|,...,|7,|. 

Sur une courbe 1, les courbes J; découpent des groupes 
de 2x —2 points appartenant a une série paracanonique; la 
dimension de cette série est done au plus égale à 2’—2. Nous 
supposerons qu’elle a la dimension z — 2— 0. 

De même, nous désignerons par x —2— 03,..., 7 —2— à, 
les dimensions des séries découpées sur une courbe / par les 
courbes J3,.., Ty. Ces séries appartiennent à des séries para- 
canoniques. 

Les courbes /2—/1 forment un système linéaire de dimension 


pak a (a —A— da) pa + da 


De meme, les systèmes |73—77|,..., |7,—2/4| ont les dimen- 


SIONS Pat Ó3;...; Dat dv. 
Appliquons la relation (5); on a 


Pg— 1+ (v —1) pa + 62 + 03 +... + 0, + ¥ = py. 
On en dóduit, en utilisant la relation (1), 


(6) Da + ô + ... + 0, mug — 4 + (p— v) (Pa + 1). 
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7. Aux systèmes |74|,|J2|,...,!7„| correspondent sur F 
des systemes linéaires appartenant a Vinvolution J, et com- 
pris dans le système |C'| adjoint a |C]. 

Le système |C'| découpe, sur une courbe C, d’après le théo- 
rème de PICARD, une série linéaire de dimension a —1—4, 
appartenant a la série canonique. Les séries découpées sur 
une courbe C par les transformées des courbes 17, J%,..., Tv 
appartiennent à une série comprise dans la précédente. Cette 
série a la dimension 


u ff tay ne AI Onin Oy tert S vy — 1. 


On a done 


v(x — 1) + dg +05 +... + Or ET — 1 + q—yq’. 


En tenant compte de (3), on en déduit 


Oo +03 +... FE (p—v) (x — 1) 4—q. 


En rapprochant cette inégalité de la relation (6), on a 


(p — v) (pa— 7° + 2) <.U. 


On peut donc affirmer que v=p si le genre linéaire x’ de © est 
inférieur a pa + 2. 


8. On peut, par une autre voie, montrer que Von a tou- 
jours v= p. 

Dans le système bicanonique |C'| de F, adjoint a |C|, de 
dimension P,— 1 = pa+2—1, il existe un certain nombre u 
de systèmes linéaires partiels appartenant a l’involution J,. 
Parmi ceux-ci se trouvent les transformés des systèmes 
|Ty|, zls (Z|, de dimension p;+7'— 1. 

Supposons en premier lieu «=». En appliquant la théorie 
des homographies au système |C'|, on a 


v(Pa sa) i Pet TT; 


d’où 
"(pa + x’) = p(pa+ w) 
el » — p. 
Supposons maintenant «>» et soient |Zy41|,..., |Tx| les 
u—» systèmes de © correspondant aux u—v nouveaux systèmes. 
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Les systèmes |Zy41 — Lil, |Ty po —77 |,...,|Fu— li] ne peuvent 
exister et ont donc des dimensions 7,41,...,7, au plus égales 
a r —2. En appliquant la théorie des homographies, on a actuel- 
lement 


v(Pa+ 2’) me l'u+1 tr... + FEET u—_v=Pat Ty 
d’où 
Fibre (Pv) (Be Ka) ue») 


Par conséquent, on a 


(p—v)pa + (p—p)x'+ p—v <0. 
Cette inégalité entraîne l’égalité et on a 


|e | aor to 
contrairement à l’hypothèse. 

On a donc toujours y= p et par conséquent: 

Si une surface d’irrégularité q, de genre arithmétique pa > 1, 
dont les systèmes pluricanoniques ne sont pas composés au moyen 
d'un faisceau, contient une involution cyclique d’ordre premier p, 
privée de points unis, d’irrégularité q' et de genre arithmétique 
Pa 0, le Système canonique de F contient p systèmes linéaires 
partiels appartenant à l’involution, dont l’un est le transforme 
du système canonique de la surface image dc l’involution. 


En vertu de (6), on a 
da + 03 +... Óp=,q —4'; 

c’est-à-dire que la somme des défauts découpés sur une courbe J; 
par les adjoints |Ty|,...,|Tp| aux systèmes |7;|,...,|7„|, est 
égale à Virrégularité de la surface F. 

En particulier, si g—g', on a 

09 = Og =... = dp =. 
[l] est aisé de voir que si pa 0, On a » = p —1. 


Liege, le 26 août 1947. 


SUR LA COURBURE TOTALE DES COURBES 
FERMEES 


Par KAROL BORSUK (Warszawa) 


1. Une fonction continue x(t), dont les arguments t sont 
tous les nombres réels d'un intervalle a<t<b et les valeurs 


(1) w(t) = (x(t), Talt), ++» Ta(t)) 


appartiennent à l’espace cartésien n-dimensionnel Cz), est 
dite parcours dans l’espace Cn. Soit Z(f), où a <ł <b, un autre 
parcours dans C,. Les parcours a(t) et Z(t) sont dits équivalents, 
lorsqu’il existe deux fonctions réelles, continues et non décrois- 
santes g(t), p(t) définies dans l’intervalle O<r<1 et satis- 


faisant aux conditions: 


p(0)=a; g(l)=b; g(0)=a; #(1)=ò, 
z[g(r)]=Z[p(r)] pour tout 0 <rt <1. 


Il est clair que les ensembles des valeurs de deux parcours 
équivalents coincident. 

Deux parcours (dans C,„):X=z(l) et A* = x*(1*) sont 
dits faiblement équivalents?), lorsqu’il existe une suite finie 


1) Par l'espace cartésien n-dimensionnel Cn nous entendons l’espace 
métrique dont les points sont tous les systèmes (Zi, Tz»... Zn) des nombres 
réels avec la métrique ọ définie par la formule: 


e[ (1, Ty, 999% Xn), (Yis Ya; Ugo »Yn)}= / Sai Yi)? a 
taa] 


2) Cette notion est en réalité superflue, car on peut montrer que deux 
parcours faiblement équivalents sont toujours équivalents et vice versa. 
Nous l’introduisons seulement pour éviter la démonstration, un peu com- 
pliquée, de la transitivité de l’équivalence. 
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A, Ma,...,A m de parcours (dans Ca) telle que A, coincide 
avec X, Xm avec A* et X, est équivalent avec Ay, pour 
i 1,0, Lele ER 

L’ensemble des tous les parcours dans Ca se décompose 
en classes disjointes des parcours faiblement ćquivalents. Ces 
classes sont dites courbes dans l’espace C,. Les ensembles des 
valeurs pour les parcours appartenant à la meme courbe L 
sont évidemment les mêmes. Les valeurs de ces parcours sont 
dites points de la courbe L. 

Soit (1) un parcours d’une courbe Z de l’espace C, et o 
un système de nombres f¢o,;,...,¢,11 tel que 


(2) a to <<. ta ty =D. 
Il est bien connu, que la borne superieure des sommes 
k 
Nole), v(t), 
1-0 


pour tous les systèmes o satisfaisant a la condition (2), ne 
dépend pas du choix du parcours de la courbe L. Cette borne 
est dite la longueur de L; elle sera désignée par |L]. 

Dans le cas où il existe un parcours (1) de Z pour lequel 
toutes les fonctions w(t), + = 1,2,...,n sont presque partout?) 
différentiables dans Vintervalle a =t<b, la longueur |Z! est 
finie et elle ji par la formule 


(3) PAR [ox va (t) +. +7, (art). 


La courbe L sera dite régulière, lorsqu'il existe un par- 
cours (1) de Z tel que toutes les fonctions a(t), 4 — 1,2,...,n 
sont dans l’intervalle a<t<b partout différentiables d’une 
manière continue et le vecteur 


(4) a(t) = [silt a(t), .-- ;<Zn(t)]*), 


3) presque "=" — ce. à d. sauf dans un ensemble de nombres raat 
de mesure (au sens de H. Lebesgue) nulle. 

1) Les intégrales sont entendus toujours au sens de H. Lebesgue. 

6) Un système de n nombres 2,73, -.., 7, entre parenthèse () désigne 
le point de Cn avec les coordonnées 24,9; .…,%y le même système entre pa- 
renthèse [] désigne le vecteur de l’espace Cn avec les coordonnées 
Ty, Tartes Le 


SUR LA COURBURE TOTALE 253 


nommé vecteur tangent a la courbe L au point x(t), ne s’annule 
jamais. Dans ce cas l’intégrale 


t 
(5) s(t) = | Yai? (1) + (1) +... + an (rz) dr 


est une fonction du paramètre a = £ = b avec la dérivée partout 
positive. En désignant par t(s) la fonction inverse a s(t) et 
en posant 


Z(s) — æ(t(s)) pour 0<s=<|L|, 


on obtient un autre parcours de la courbe régulière L. Ce par- 
cours est dit canonique. Pour un parcours canonique la longueur 
du vecteur tangent x(s) est partout égale à 1. 

Une courbe Z avec le parcours (1) est dite fermée, lorsque 
x(a) = z(b). Dans le cas où la courbe L est régulière, en satis- 
faisant aux conditions 


(6) æ(a)— æ(b); £(a)- æ(b), 


nous disons que L est regulierement fermée. 


Soit maintenant une courbe réguherenient fermée L. Admet- 
tons que son parcours (2) est canonique, c. a d. t=-s, a=0, 
b=|L| et qu’il existe presque partout dans l’intervalle a < t <b 
les secondes dérivées æ; (s), pour i- 1,2,...,n. La longueur 
du vecteur 


(7) Z(s) = [ai(s), dos), , an(s) 


s'appelle la courbure de la courbe L dans le point x(s). Cette 
courbure est une fonction presque partout définie du para- 
mètre s; elle sera désignée par x(s). On a 


(8) xs) = Vri (s) + aż (s) +... + gn (s). 
L'intégrale 
b 
(9) x(L)= f x(s) ds 


a 
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s'appelle la courbure totale de la courbure L. En 1929 M. W. FEN- 
CHEL *) a démontré, dans le cas n =3, le suivant 


Théorème. La courbure totale d'une courbe régulièrement 
fermée L surpasse 2n, sauf dans le cas où L est une courbe con- 
vexe); dans ce dernier cas la courbure totale est égale à 2a. 


Le but de ce travail est de montrer, que ce théorème reste 
valable pour les courbes situées dans l’espace Cn, quel que 
soit n= 2,3,... 


2. Lemme 1. Soient ao, 04,..., dk, Arti = A0, ak2 = a, des 
points de l’espace Cn satisfaisant à la condition a; +a;;1 pour 
; a are 
1 =0,1,...,k. En désignant par a; le vecteur ai ai+ı et par a 
Vangle (ai, ai41) entre les vecteurs a, et ai+1 (dans le sens de la 
geometrie élémentaire, donc satisfaisant à Vinegaltte 0< a, < z), 

k 
on a > a = 200 
iZ0 


En se servant de la terminologie de la géométrie élémentaire, 
on peut nommer les nombres ag,ay,..., ax les angles extérieurs 
de la ligne brisée, dont les sommets successifs sont do, a1,..., dx. 
Or le lemme 1 se laisse aussi formuler comme il suit: 

La somme des angles extérieurs d'une ligne brisée fermée située 
dans l’espace Cn est toujours > Za. 


Démonstration. Dans le cas où k=l, on a a,——a, 
et ag=—a,=2. Il vient DE SRE" a,—2x. Dans le cas où k=2, 
i=0 
les angles ag, a, a sont extérieurs pour le triangle aux sommets 
Ay du 04 (qui peut être dégénéré) et par conséquent on a Ża=2a. 
i= 
[I ne reste done qu’à prouver le lemme dans le cas ou k =k, >2, 


en admettant qu'il est vrai pour tout k<k,. Nous distinguons 
deux cas: 


— — ce 


6) W. Fenchel, Uber Kriimmung und Windung geschlossener Raum- 
kurven, Math. Ann. 101 (1929), p. 238—252. 

7) c. à d. une courbe située sur un plan PCC, et telle que la partie 
commune de L avec chaque droite DCO, est soit connexe, soit contient 
deux pointa seulement. 
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10 a1 = ary = do. En posant age == Ś (ax 2, do), ON a: 


, e N 
sic = À = Ag] d’où 


k—3 k—3 
Sai- = X art ar + 2 + ak > Y at an. 
i= “1S 


k—3 

Mais la sonime à, di + une étant la somme des angles 
1=0 

extérieurs de la ligne brisée aux sommets LO gr a = do 


est, conformément à nos hypothèses, > 22. U en vient Sa 27. 
iO 
A 


Oe 
a 


k OC 


20 ariary. En posant af1="@%-1 do; ak—2 =X (A2, Qk-1); 
ap — X (Qk-1, 00); Bk-2= X (Akis Qk—1); Pa—1= X (ak_1,0%) ON a: 
an-1 —BR—2 + Br-1, 
ap—2 + Bro > Ak a, 
Ba_1 + On > arr. 
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doù ax 2+ api + ur >ar + ago et par conséquent: 


k k—3 
* , , 
(10) D a> Y at aket ak. 
i=-0 i=0 
e k_3 d . 
Mais la somme “a; + ax 2 + ax 1 constitue la somme des 
{=0 


angles extérieurs de la ligne brisée aux sommets ao, @1,..-,0%-1; 
a; = ao donc, d’après nos hypothèses, elle est > 27. Il en ré- 


k 
sulte, selon (10), que Na,= 2a, c. qQ. f.d. 
i=0 


3. Soit 6 un ensemble de vecteurs de l’espace C,. L'en- 
semble 6 est dit positivement complet dans l’espace Cn, lorsque 
tout vecteur a de C, se laisse représenter sous la forme 


(11) Q Ay Gy + Ags Qa +... Am Am; 


OÙ Qiy Anse Ame 6 Et As Aa,...,A„ sont des nombres >. Plus 
généralement, ensemble 6 est dit positivement complet dans un 
hyperplan®) HC Cn, lorsque tout vecteur de 6 est parallel 
a H et tout vecteur a situć dans H se laisse représenter sous 
lu forme (11). Les vecteurs a,,..., a, peuvent être choisis d’une 
maniere indépendante de a. Ainsi par exemple, Pensemble 
composé de 2n vecteurs wr, W>,...; Wp; Wr, W_2...; W_n, OU 


- al 4 SE ; 
(12) w;=ló, B,..., 00 Det w pom t= PE), n, 


oiL dj désigne 0 pour i +] et 1 pour à j, est évidemment posi- 
tivement complet dans l’espace Cp. 


Lemme 2. Pour tout ensemble 6 de vecteurs positivement 
complet dans l’espace Cn il existe un nombre e>0 tel que tout 
ensemble 6' qu'on obtient de 6 en faisant correspondre 
à tout vecteur aeG un vecteur a'e6' tel, que la longueur |a—a' | 
de la différence a--a' est <e, est aussi positivement complet 
dans Cn. 


Démonstration. L’ensemble 6 étant positivement complet 


semble de C, isométrique à l’espace Cm. 
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tel que chacun des vecteurs 11,101, We, W_2,..., Wz, W—n défini 
par la formule (12) est de la forme: 


(13) M; = an A) + Gy? * Q2-|-...-|- Om Am3 
a,j20 pour + =+1,+2,... 


On peut admettre que, quel que soit j=1,2,..., m, il existe 
un index è (dépendant de j) tel que a,, est positif, car dans 
le cas contraire le vecteur a, peut étre omis. Or les nombres 


(14) Bri = a; + 2 lanj H av) 
y=! 
sont positifs pour tout i= + 1, +2,...,-Hn; j=1,2,..., m. 
Soit 8 le plus petit parmi les nombres f; j- En tenant compte 
des formules (13) et (14) et de la relation w,+w_,;,=0 pour 
4 = +1, +2,...,4-A, nous avons 


D; JUN i A: + fi.2-a2+...+ Pi. m * Am; Pij2B>0 


pour tout t= + 1, +2,..., + n; j=1,2,..., m. 

Tout vecteur de l’espace C, étant de la forme (12), il existe 
parmi les vecteurs (;,45,..., Am UN Système composé de n vecteurs 
linéairement independants *). Sans compromettre la généralité, 
on peut admettre que les vecteurs aj, Qa, --., An sont linéairement 
indépendants. On voit aisément qu’il existe alors un nombre 
n>0 tel, que pour tout système de vecteurs aj, a2,...,0n de 
espace Ca, satisfaisant aux inégalités |a;—a;|<7 pour 
PZA, Żywią M OM di 


1° les vecteurs 11, 02,;:.; da Sont linéairement indépendants, 


20 tout vecteur de l’espace C, dont Ja longueur est <7 
est de la forme 


ay-Q;-+a2-d2+...+an-Q, OÙ |a,|<B pour r=1,2,..., n. 


Le nombre 7>0 fixé, on peut trouver un nombre positif 
e<7 tel que les inégalités 


la—aj|<e pour tout j=1,2,...,m 


8) Les vecteurs w1,we,...,we sont appelles linéairement indépendants, 
lorsque la relation c1 w1 + co w2 +... + cet = 0, où C1,C2,...,Ckh sont des nom- 
bres réels, implique cy=co=...=c,=0. 
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entrainent les inégalités 
|wr— (Bra: 1 + Bio © Qù +. + Bim’ Am)| LN 
pour 7=41,+2,...,-+n. 


Il résulte de la définition du nombre 7 que la différence 


w, — (Bu: 01 + par: Q2 +... + Bi, m*am) 
se laisse représenter sous la forme 


0,1: M 04,2 * 02 + + Gin An, OÙ |ar| <E 
pour t= +41, +2,..., + m; J= 1,2,...,m. 


Il en résulte 


wi == (anı + 8,1) * 1 + (04,2 + pir) 02 +... + (ain + Bin) An + 
T Bi, n+1 x Qn+1 + ... IE PA ; date 


où tous les coefficients sont positifs, pour è = +1, 4 2,..., +. 


En tenant compte du fait que l’ensemble contenant 
2n vecteurs W1,We,..., Wp; W_1, W_2,..., W—n est positivement com- 
plet dans l’espace Cn, on en conclut que l’ensemble 6' conte- 
nant les vecteurs aj, Q2,-..5Qm est aussi positivement complet 
dans Un. c. q. f. d. 


Remarque. II résulte de la démonstration précédente, 
que tout ensemble positivement complet dans C, contient un sous- 
ensemble fint positivement complet dans Cn. 


4. Lemme 3. Soit ao, 01y... Ak, Qui = A un système de 
vecleurs tel que a +0 pour 4=0,1,...,k et que l’ensemble de ces 
vecteurs est positivement complet dans un hyperplan HCC,. 
En désignant par a; Vangle (a, 441) entre les vecteurs a; et ani 


k 
(dans le sens de la géométrie élémentaire), on a Y'a; > 27. 
i=0 


Démonstration. L’ensemble des vecteurs ao, 01, ++: ; ax étant 
positivement complet dans H, il existe des nombres non néga- 
tifs 40, A1,...,4% tels que 


— (00-- 1 +... + da) = 40* ao + 1 * 01 +... + Ax ae. 
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En choisissant un point a, arbitrairement dans H, on peut 
trouver successivement les points a1,02,...,Gx+1€eH de la ma- 
niere que 


cat . 
Qi Qiy = (1 + A) ‘Qi pour 4 = Vla k. 


Or, on a 
le FAYE k 
Id = 
o Oni = D a ars = > (144) -a=0, 
i—0 i=0 


donc ao * G41. Or les points ao, M,..., ak, Aki Constituent un 
système de sommets successifs d’une ligne brisée fermée. Il 
est clair que ao,q),...,a, sont des angles extérieurs pour cette 


k 
ligne brisée, donc, selon le lemme 1, on a J a;È 27, c. q. f. d. 
i—0 


5. Soit x(s) le parcours canonique d'une courbe Z régu- 
liere. Le point 


x'(s) = (aj (8), 22(8),..., Tn(S)) 


parcourt alors, pour 0<s<b=|L| une courbe L' située sur la 
sphère (n —1)-dimensionnel S,_; définie dans C, par l’équation 


ome Hs. dat =] 


Cette courbe fermée Z soit dite courbe dérivée de la courbe L. 
Dans le cas où Z est régulièrement fermée, la courbe dérivée Z 
est fermée. En tenant compte des formules (8) et (9), on voit 
que la courbure totale x(Z) d’une courbe Z régulièrement 
fermée est égale à la longueur de sa dérivée Z. 


Les courbes dérivées sont caractérisées par le suivant 


Lemme 4. La condition necessaire!) et suffisante pour 
qu'une courbe fermée L'C Sn-i soit la courbe dérivée pour une 


courbe LCC, régulièrement fermée est que l’ensemble des vec- 
—- 


teurs Op, où peL’, soit positivement complet dans Vhuperplan H, 
determine!) par 0 et Vensemble des points de L'. 


10) Voir Pólya-Szego, Aufgaben und Lehrsdtze 2, Berlin, Springer 
1925, p. 165 et 391, 13. | 
11) Par lhyperplan déterminé par un ensemble ACC, on entend 
l'hyperplan H de la plus petite dimension satisfaisant à l'inclusion A C H COn. 
Cha 
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Démonstration. Pour prouver que la condition est né- 
cessaire 1%), admettons que L’ est donnée par la formule 


z (s) = (21(8), x(S), ... sCn(8)), 


où a(s) = (2,(8), ts), , Tz(s)) est un parcours canonique d'une 
courbe L régulièrement fermée. Soit k la dimension de l’hyper- 
plan H, déterminé par 0 et L’. Comme on sait, le plus petit 
ensemble convexe ACC, contenant Z” coincide avec l’ensemble 
des points de la forme 


(15) ai : Pı + 02° Pate + Um* Pm, 


OÙ Pis Do; ---1PmeL' et Wy,dą,...,am SOnt des nombres non néga- 
tifs dont la somme est égale a 1. Nous allons prouver que A 
contient un entourage V du point 0 dans l’hyperplan H,. L’en- 
semble K étant convexe, il suffit de démontrer que pour tout 
hyperplan (k—1)-dimensionnel H tel que 0€HCH, Pen- 
semble L'’—H n’est pas connexe. Un tel hyperplan H coïncide 
évidemment avec la partie commune de ZH, et d’un hyperplan 
(n—1)-dimensionnel H'CC, passant par 0. Soit w le vecteur 
de longueur 1 perpendiculaire sur H’. La courbe Z étant fermée, 
on à 
iL" 
(16) IZZO) wds — 0. 


0 


Mais L’ n’est pas contenu dans H’ (car H, est Phyperplan 
déterminé par 0 et DL’), done 2'(s)-w n’est pas identiquement 
égale à 0. Or, on conclut de (16) qu’il existe dans l'intervalle 
0<s<|Z| deux nombres #, et s, tels que 2'(s,)-w>0 et 
x'(8.):w<0. Or, H' coupe Cn, entre © («,) et x’(+). 

Nous avons ainsi prouvé, que l’ensemble A contient un 
entourage V de 0 dans H,. Soit maintenant q un vecteur situé 
dans H,. Or, pour 2>0 suffisamment petit, l’extrémité du 
vecteur 4-a (ayant 0 comme point initial) appartient a V, 
donc elle se laisse reprćsenter sous la forme (15). Or, en po- 


+. 


sant a, 0p; on a: 


12) Cette partie de la démonstration ne differe pas de la démonstration 
donnée par M. W. Fenchel, l. c. p. 239. 
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dj Qə a 
A= 5 0) + date bz Om, 


Ta ~g 
où aa’ pour 4 = 1,2,...,9,. Or, l’ensemble des vecteurs 0p, 


où peL’, est positivement complet dans H,, e. à d. le nécessité 
de la condition est prouvée. 


Pour démontrer que la condition est suffisante, admettons 
que l’ensemble L’CS,_; des points de la forme 


x'(s) = (zy(8), T2(8),... 9 Un(8)), 


où les fonctions 2;(s) sont continues dans l’intervalle 0 <s <b 
et x1(0) = 2,(b), est positivement complet dans l’hyperplan H, 
déterminé par 0 et L’. En posant 


Ti(S) = f ai(t) at pour 1=1,2,..., tł, 
0 


on trouve que le point 
T(s) — (£,(8), Za(S),..., Żn(8)) 


parcourt une courbe régulière LCH, pour laquelle L' est la 

courbe dérivée. Mais, en général, cette courbe L n’est pas 

fermée, parce que la condition %(0)=Z%(b) peut faillir, quoique 

la condition x'(0) — z'(b) est satisfaite. L’ensemble des vecteurs 
> 


de la forme Op, où peL', étant positivement complet dans 
Phyperplan H,, il existe des nombres: 


O = so <81 <32 Le Sp L'Sp+1 — b 


et les nombres positifs ay, a2,...,a, tels que 


NAP RZ ne aia wu 
(17) (0) Z(0)= a- 0 x (s1) + a, -02'(82) +... + apes: 0 28441). 


Posons maintenant, pour à = 0,1,...,k: 
a%(s)= E(8— S ar) + J'a,-x'(s,) pour sı + Vay<8<84+1+4+ Yay, 
ve i LL | vel vos 


a*( 8) = (841) + a, + ©'(8,) + (8 — 8:44 — X ay) * @' (£q4) 
vi vet 


pour 8414 Na, <8 Sip + 2,2. 
i 


vel 
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En tenant compte de la formule (17), on voit que la fonc- 


k 
tion x*(s) ainsi définie dans l’intervalle 0 <s <b*=b + Na, 


vl 
satisfait aux conditions: x*(0)— (0) et «a*(b*) (0) + 
HÈ w: 0'(8) + aka (sat) =2(b) + (2(0)—z(b)) =2(0)= 2*(0). 


On a en outre: 
x*'(s) = H'(s— $ a) pour 8, +- DE LS < 8411 + PAC 
PL 


c*'(8) = w'(8i41) . pOUT 8744 Ty Fa SA + Za. 


En particulier on a: 
z*'(0)==v'(0) et 2z*'(b*) = z'(6)= r'(0). 


Il en résulte que la courbe L* avec le parcours (canonique) 
x*(s) est régulièrement fermée et ZL’ est sa courbe dérivée. 
La démonstration du lemme 4 est ainsi terminée. 


6. Démonstration de l'inégalité x(L)>2a. Soit x(t) le 
parcours canonique d’une courbe Z régulièrement fermée. 
Comme nous avons observé dans le Nr. 6, l’inégalité en que- 
stion est équivalente à l’inégalité |L'|>2a, où L’ désigne la 
courbe dérivée de L. Afin de prouver cette dernière inégalité, 
considerons un système o de nombres réels 86,51,...,88,8x11 
tel que 

= 80 <81< ce < SĘ < Skp = b 


et que le nombre 
Ô(o) = Max (8:41 — $1) 
O<I<h 


est si petit, que pour tout 4=0,1,...,k la distance p entre les 
points z'(s,) et z'(s,44) satisfait à la condition: 


olx (si), ©'(81)) <2. 


Or, il existe exactement un arc géodetique ©», de la sphere Sn_1 
avec les extrémités x’(s;) et 2'(841) et la longueur <z. La 
somme L'(c) des arcs w, est une „ligne brisée sphérique” in- 
scrite dans la courbe dérivée L’. Il est évident que la longueur 
|Z'(o)| de cette ligne, c. à d. la somme des longueurs | w,| des 
arcs w, ne surpasse pas la longueur |Z'| de la courbe dérivée L. 

> 


Mais l’ensemble des vecteurs de la forme 0 2’(s) est, d’après 
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le lemme 4, positivement complet dans Vhyperplan H, dé- 
terminé par 0 et Z’. On en conclut, d’après la remarque de la 
fin du Nr. 3, qu’on peut choisir le systeme o de la maniere 
que les points 2'(0) = z'(sy), ©'(8,),...,T'(85), © (Skąq1) = ©'(0) con- 
stituent un ensemble positivement complet dans H,. Il en ré- 
sulte, d’apres le lemme 3, que la somme des angles 


—> ——- 
02"), 02'(841)) =|oil, 1=0,1,...,k, 


k 
est > 22. Or |L'(o)| = X| w,|> 2x donc aussi |L'| > Ża, c. q.f.d. 
i=0 


IZI 
€. Démonstration que légalité J #(8) ds =2q est ca- 
0 


racteristique pour.les courbes planes convexes. Si Z 
est une courbe convexe régulièrement fermée et située sur un 
plan H, sa courbe dérivée L est évidemment la grande circon- 
férence de la sphère Sn le long de laquelle le plan H passant 
par 0 et parallèle au plan H coupe S,_;, et le point z(s) par- 
court cette circonférence une fois dans une direction fixe. 
DA 
Or, dans ce cas la Jongueur de L’, c. ad. Vintégral | x(s) ds, 
0 
est égale à 27. Reciproquement, il est clair que, lorsque L’ 
est une grande circonférence de S,—; parcourue par le point r'(s) 
une seule fois dans une fixe direction, la courbe Z est situće 
dans un plan parallele a cette circonférence et qu’elle est con- 
vexe. 

Admettons maintenant que L n’est pas une courbe plane 
convexe. Or, la courbe dérivée n’est pas une grande circonfé- 
rence de $,_, parcourue par z'(s) une seule fois dans une fixe 
direction. Lorsque L’ est une grande circonférence parcourue 
plusieurs fois dans une fixe direction, la longueur de I’ est 
> 2a. Dans tout l’autre cas, il existe un nombre 0<s,<b tel 
que dans tout entourage de s, il existe des nombres so, 8 tels que 


0 << 89 < 59 < 89 < b 
et que Pare parcouru par x'(s) pour sos <so ne coincide pas 
avec un simple parcours de Pare U(x'(s0), 2/(80)), qui constitue 
la plus courte route joignant sur la sphère S,-1 les points z'(so) 
et æ'(s0). 
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Il vient 


(18) x 8) +25 *(8) +... + am (8)ds >| U(w'(s6), 2'(s6) |. 


D'après le lemme 4, l’ensemble des vecteurs de lu forme 


0 cz (s s), 0 s <b, est positivement complet dans Vhyperplan H, 
déterminé par 0 et les points de la courbe L’. En tenant compte 
de la remarque de la fin du Nr. 3, on en conclut, qu’il existe 
dans l'intervalle 0 Ss <b un système fini de nombres 81, 82, ..., 8% 


—— 
tel que l’ensemble des vecteurs 0 x'(s;), t= 1,2,...,k est positi- 
vement complet dans H,. Grace au lemme 2, on ut admettre, 
sans compromettre la généralité, que s} +8, pour 7—1,2,...,k. 
On peut admettre de plus, que l’intervalle so = 8 < sę ne contient 
aucun des nombres 81,$2,..., 8x, parce qu’on peut choisir les 
nombres so et so dans un entourage arbitrairement petit de so. 

Désignons maintenant, pour tout so <s <so, par g(s) le 
point divisant Pare U (x'(so), 7'(so)) en rapport (s — so) : (30 — 8). 
En posant 


Z(s)=2'(s) pour O<s<Ky et so <s<|L 


9 


1(s)=o(s) pour s&s < sp, 


on obtient sur la sphère N,-1 une courbe fermée L telle que 


Li {Var 8) 425% (8) +... + an (8) ds + |U (a'(s0), 2'(80))| + 


b 
+ | Vars) + a2*(s) +... + aa (e)ds, 
5 


done, d’après (18), on a 
(19) |Z|<|L'|. 


Mais l'ensemble des points de la courbe L, contenant les 
points z'(s,), ©'(82),..., © (sx) est positivement complet dans 
l’hyperplan H,. Il en résulte, selon le lemme 2, qu'il existe 
une courbe régulièrement fermée, pour laquelle Z est la courbe 
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dérivée. En tenant compte de la premiere partie du théorème, 
démontrée dans le Nr. 6, on en conclut que 


(20) PASSA 


Les inégalités (19) et (20) entraînent Pinegalitć | L'| > 22, 
Gerd. 


Probleme, La courbure totale d’une courbe réguliérement 
fermée située dans l’espace C, ct faisant un noeud}) est-elle 
toujours = 4x ? 


13) Il existe plusieurs définitions d'une courbe fermée faisant un noeud, 
et la question de leur équivalence reste ouverte. Voici quatre d’entre eux: 
1° Une courbe fermée LCC, fait un noeud, lorsqu'elle est une image ho- 
méomorphe d'une circonférence SCC, tandis que son complémentaire 
C,--L west pas une image homćomorphe de l'ensemble C;—$S. 2° Une 
courbe fermée LCC, fait un noeud, lorsqu'elle est une image homéomorphe 
d'une circonférence S et le groupe fondamental de C;—ZL n’est pas un 
groupe libre cyclique. 3° Une courbe fermée DCC, fait un noeud, lorsqu'elle 
est une image homéomorphe d’une circonférence SCC;, mais il n’existe 
pas une transformation homéomorphe de l’espace entier C, en lui-même 
transformant L en S. 4° Une courbe fermée LCC, fait un noeud, lorsqu'elle 
est une image homéomorphe d'une circonférence SCC,, mais le cercle Q 
ayant S comme frontière ne se laisse pas transformer par une homéomor- 
phie g en un sous-ensemble de C, de la manière, que g(S)=L. 

Le problème concernant la courbure totale d’une courbe fermée faisant 
un noeud, peut être posé pour chaque définition du noeud. 


SUR L'ESPACE ANALLAGMATIQUE REEL 
A n DIMENSIONS 


Par ELIE CARTAN (Paris) 


La géométrie anallagmatique réelle a fait l’objet de nom- 
breux travaux. Je me propose dans cet article d’attirer latten- 
tion sur deux théorèmes de géométrie analytique anallagma- 
tique relatifs le premier à la représentation d’une transfor- 
mation analytique par une substitution linéaire déterminée 
portant sur les coordonnées anallagmatiques, le second relatif 
à un problème portant sur la recherche d’hypersphères, con- 
naissant les invariants anallagmatiques rationnels de ces 
hypersphères considérées deux à deux. 


I 
Généralités sur Pespace anallagmatique 


1. L'espace anallagmatique réel à n dimensions. Partons 
d'un espace euclidien réel a n dimensions E rapporté à un 
système de coordonnées rectangulaires A, Xa... Xn. On peut 
déduire de E'un espace projectif réel à n dimensions par l’ad- 
dition de points tmpropres en nombre infini. Tout point de 
cet espace peut être représenté par un système de n +1 coor- 
données homogènes. L'espace anallagmatique réel à n dimen- 
sions, que nous désignons par À, peut également se déduire 
de l’espace E par l'addition d'un point impropre, qu'on appelle 
le point à linfini. Pour cela on introduit un système de n +2 
coordonnées homogènes liées par une certaine relation qua- 
dratique. Ces coordonnées dites anallagmatiques io, 01, ln Uni; 
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sont reliées aux coordonnées rectangulaires X,,X,,..,X, par 
la relation 


(1) ge we an 2. Conti 


JE W: KM le E EE 


et l’on a 
(2) PNE NT Lo Catia | CS |... + Ho — XL = 0 | 


Les points à distance finie de l’espace E sont ceux pour 
lesquels la coordonnée x, est différente de zéro. Le point im- 
propre, adjoint a E pour constituer l’espace anallagmatique 
est celui pour lequel la coordonnée x, est nulle. Les équations 
To — 0, F= 0 entrainent en effet, dans le domaine réel, 


Ty = Mo =... = In = 0, 
ce qui conduit a un point impropre unique, le point a l'infini, 
dont les coordonnées anallagmatiques sont toutes nulles, à Pex- 
ception de Zh11, différente de zéro. 


2. Représentation projective de l’espace anallagmatique. Nous 
pouvons regarder, avec FELIX KLEIN les coordonnées homo- 
QENES Los Lys sue p, Cr+1 COMME les Coordonnées homogènes d’un 
espace projectif à n +1 dimensions P; l’équation (2) définit 
dans cet espace une quadrique réelle Q dont les différents 
points correspondent aux différents points de l’espace anal- 
lagmatique A. Les transformations anallagmatiques de l’espace 
A seront par définition les transformations projectives de l’es- 
pace P qui laissent invariante la quadrique Q. Chacune d'elles 
peut se traduire analytiquement par une substitution linéaire 
laissant invariante l’équation quadratique F(x, 2,, --.;2nyLn41) = 0; 
il faut et il suffit pour cela que si la substitution linéaire change 
Loy Dry yny Zn CN Boyi, ... La Tri, ON ait 


SA , ; 7 a 
F (To, Tis 0009 dn In+1) = 4 * Bice, Lis a... 9 Üns Tna+1)s 


À étant un facteur constant arbitraire différent de zéro. 
Nous allons montrer qu’on peut toujours supposer À —1. 

En effet la forme quadratique F(x) se décompose en la somme 

des carrés de n+ 1 formes linéaires indépendantes dont n sont 
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précédées du signe + et la dernière du signe —. La forme F(x’) 
se décomposera à son tour en la somme des carrés de n+ 1 
formes linéaires indépendantes en %6,%1,.….,%n+1, dont n sont 
précédées du signe + et la dernière du signe —-. D’après la 
loi classique d'inertie, il en résulte que le facteur 4 ne peut être 
que positif. En divisant les coefficients des n+ 2 formes linéaires 
To Lys Lnti PAT + Vi, ce quì ne change pas la transformation 
projective considérée, on aura le 


Théoreme 1. On peut representer de deux manieres diffe- 
rentes toute transformation anallaymatique T par une substitu- 
tion linéaire laissant invariante la forme quadratique 


ICT E 


3. Représentation dans l’espace projectif P des hypersphères 
de l’espace anallagmatique A. Nous avons dans le numéro pré- 
cédent porté notre attention sur les points de la quadrique Q 
qui représentent les points de l'espace anallagmatique. Nous 
allons montrer que les autres points de P représentent les 
hyperspheres de A. 

En effet Péquation d'une hypersphere de l'espace eucli- 
dien Æ est de la forme 


2 -2 „2 i e | : 
(3) ag( A} + X59 +... + Xan) — Jay X 1 — Ida A2—-... FES 
— 2a Au + Andi = 0, 
ou, en utilisant les coordonnées anallagmatiques, 
(4) (lo Cn+1 — 24131 — dy to —... — 26, TH + an rm = 0. 


Si a, est différent de 0, on a affaire a une hypersphere 
proprement dite; si ag "0 on a affaire a un hyperplan. On 
voit immédiatement que lPhyperplan considéré comme une 
hypersphère particulière est caractérisé par la propriété de 
contenir le point dont toutes les coordonnées anallagmatiques 
sont nulles sauf 7,41, autrement dit le point a l’infini. Les 
coefficients 40,415... 4n+1 Seront dites les coordonnées de Uhy- 
persphere. 

Un peut représenter dans l’espace projectif P une hyper- 
sphere yueleonque par un point n'appartenant pas à ła qua- 
drique Q. 
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Nous allons démontrer le 


Théorème 2. Si on applique aux coordonnées (ai) d’une 
hypersphere une des deux substitutions, S par exemple (linéaires), 
qui representent une transformation anallagmatique donnée T, 
Vhypersphere dont les coordonnées a; sont les transformées des a, 
par la substitution linéaire considérée S est la transformée par T 
de Vhypersphere donnée. 

En effet soient x, les coordonnées d’un point de la premiere 
hypersphère et x; les coordonnées du point transformé des 2; 
par $: on aura la relation (4) qui peut s'écrire 
ay A 1 Jo A 
pa + dh m sell ast + Anti Z ==). 

La substitution linéaire S transformant les a; dans les a; 
et les x; dans les aj, on aura nécessairement 


OF  ,aF OF IF 
A 


O tà Li et | 4 || 
(6) do > ry + 4 DT se + lna T 4n}13 0”). 
lo SJ O Un led ag. 


En définitive la substitution linéaire S qui appliquée aux 
points de la quadrique Q traduit la transformation anallayma- 
tique T appliquée aux points de l’espace anallagmatique A, 
traduit la même transformation anallagmatique T appliquée 
aux hypersphères du même espace. 


I] 


Les hypersphères proprement réelles, les hypersphères 
improprement réelles et leurs coordonnées semi-norinales 


4. Carré scalaire d'une hypersphere. On appelle carré sca- 
laire de l’hypersphère de coordonnées 40,43, ..., 4m anyi la valeur 
de la forme quadratique /(ao,q1,.--,€n41). Si l’hypersphère 
1) En effet la substitution S étant linéaire les quantités x,+ a, où @ 
est un paramètre arbitraire, seront transformées en Li + 00}; on aura 
par suite 

F(x, + oaj) = Fie +- eu), d’où 


Ir } 


, 1 Vv „O. 2 , 1 gk 2 
F(x) rę <a; oa; + eF(a;) = F(z,) + 9 Ia, Fa, + ©? F(a), 


d'où on déduit immédiatement Pégalité des premiers membres des équa- 
tions (5) et (6). 
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est un point, son carré scalaire est nul. Supposons maintenant 
une hypersphere proprement dite de coordonnée a, non nulle. 
L’équation de cette sphere peut s’écrire 


$ a,\’ % a,\? X a_\° 
agree + ER +..i + .-Z)- 


0 0 


2 ey er 
24% + a +... a hy Gait. 


2 , 
a 


on en deduit immćdiatement 
2 2 A =x 2 2 
Gi + 8 | ... tag aga, , = 4 R i 
k désignant le rayon de Vhypersphere, d’où 


(7) F (ay, 4; = ay R?. 


10 44) 

D. Classification des hypersphères. Nous avons trois cas 
a distinguer. 

Ie Cas. F(a)<0. On a affaire à une hypersphere à centre 
réel et rayon purement imaginaire, nous dirons que l’hyper- 
sphère est improprement réelle. 

Q'ième Cas. F(a) —0. On a affaire à une hypersphère de 
rayon nul, c’est à dire à un point. 

geme Cas. F(a,)>0. On a affaire à une hypersphere de 
centre réel et de rayon purement réel, nous dirons qu’elle est 
proprement réelle. 


Dans le 3m cas nous introduisons la notion d'hypersphere 
orientée; orienter une hypersphère proprement réelle, c’est choisir 
une des deux régions dans lesquelles l’hypersphère sépare 
l’espace anallagmatique; la région choisie sera appelée le do- 
maine de l’hypersphère orientée. Dans l'espace projectif P, 
le point représentatif d’une hypersphère est à l’intérieur de 
la quadrique Q, sur la quadrique Q ou à l'extérieur de la qua- 
drique Q suivant que l’on a affaire à une hypersphère impro- 
prement réelle (1-7 cas), à un point (2° °me cas) ou à une hyper- 
sphère proprement réelle orientée (38m cas). 

Nous allons montrer que dans chacun de ces cas on peut 
attribuer à l’hypersphère des coordonnées définies à un facteur 
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positif près arbitraire, coordonnées que nous appellerons semi- 
normales et nous démontrerons ensuite le 


Théorème 3. Toute transformation anallagmatique T peut 
être représentée par une substitution linéaire bien déterminée 
faisant passer d’un système de coordonnées semi-normales d’une 
hypersphère à un système de coordonnées semi-normales de Vhy- 


persphère transformée. 


6. Définition des coordonnées semi-normales. Nous allons 
passer en revue les trois espèces d’hypersphères. 


Ie Cas. Considérons la catégorie des hyperspheres impro- 
prement réelles pour lesquelles on a 


(8) e an = Ay 4, 44< 90. 


Le produit agan;, est essentiellement positif. Nous choisi- 
rons pour chaque hypersphére improprement réelle la coor- 
donnée a, positive, il en sera de meme de la coordonnée a,+4. 
On aura alors par définition pour Vhypersphere des coordonnées 
semi-normales, définies à un facteur positif pres. 

Z'ième Cas. Nous avons cette fois affaire à un point; ici comme 
les coordonnées zg, 7,41 sont du même signe, nous le prendrons 
positives; pour l’origine des coordonnées 2,41 est nul et nous 
prendrons z, positif; pour le point à linfini a, est nul et nous 
prendrons %,+1 positif. On peut dire qu’on choisira les coordon- 
nées de manière que la somme 20+ Æn+1 Soit positive, les coor- 
données satisfaisant à ces conditions seront, par définition, 
les coordonnées semi-normales du point. 

J'tème Cas. Passons enfin à une hypersphere proprement 
réelle orientée. Nous choisirons des Coordonnées do, 413... Anpi 
de manière qu’on ait pour tout point intérieur au domaine de 


l’hypersphère de coordonnées semi- -normales En diet bn) ME- 
galité: 


(9) ME + Paya; +... + 2an En — äni Xo > 0, 


ce qu'on peut exprimer en disant que le produit scalaire?) 
de lhypersphère et d'un point du domaine, douć de ces coor- 


2) Ce produit scalaire n'est autre que la quantité 


IF IF IF 


ASE +R +... +a E 
092% 192, n+-1 La +1 
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données semi-normales, est positif. Les coordonnées do, dy, ..., @n-+1 
de Vhypersphere satisfaisant à cette condition, et qui sont 
definies a un facteur positif pres, seront dites ses coordonnćes 
semi-normales. 

On voit que la coordonnée a, sera positive st le domaine 
de Vhypersphćre ne contient pas le point à linfini, autrement 
dit si Vhypersphere est orientee interieurement, elle sera negative 
si elle est orientée eaterieurement. 

Si Vhypersphére est unitaire, on aura, d’après la for- 
mule (7), pour la coordonnée semi-normale ag: 


1 1 1 
R|’ lo Pa FO agp” 


lo 


suivant que Vhypersphere est improprement réelle, proprement 
réelle orientée intérieurement, on proprement réelle orientée 
extérieurement. 


4. Démonstration du théorème 3. Nous pouvons choisir, 
d’après le théorème I (n°3) entre deux substitutions linéaires 
laissant invariante la forme F(x) et susceptibles de représenter 
une transformation anallagmatique donnée. Nous choisirons 
celle qui fait passer des coordonnées semi-normales de Phy per- 
sphere improprement réelle 2, d’équation Tra4ı + ro= 0, coor- 
données qui sont ao än = 1, à des coordonnées semi-normales 
de Phypersphère transformée par 7. Il suffira pour cela que 
la coordonnée ao de cette hypersphere soit positive. Supposons 
que les équations de la substitution linéaire soient 
al 


|= gt ay + ata, (=... nn +1); 


et suffira que l’on ait 


ate capt LE 


cette inégalité détermine complètement la substitution à choisir. 

La substitution linéaire qui va représenter la transformation 
anallagmatique Z' donnée satisfaira aux conditions énoncées 
dans le théorème 3 en ce qui concerne les hypersphères impro- 
prement réelles car si l'on suit par continuité l’hypersphère 
unitaire XV) jusqu'a une autre hypersphere improprement 
réelle unitaire 2, en attribuant a chaque hypersphère de la 
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suite ses coordonnées semi-normales*). La coordonnée ag de 
Phypersphere transformée par T ne pouvant jamais s’annuler, 
restera constamment positive, ce qui dćmontre le théoréme 3 
pour les hyperspheres improprement réelles. 

Montrons maintenant que la substitution linéaire choisie 
satisfait aux conditions du thćoreme 3 en ce qui concerne les 
points. En effet on peut passer par continuité d’un point à di- 
stance finie a une des hyperspheres improprement réelles 
ayant ce point pour centre; la coordonnée semi-normale x, de 
ce point sera positive; par la substitution linéaire choisie la 
coordonnée ro du point transformé sera également positive, 
cest a dire semi-normale 4). 

Passons enfin a une hypersphere réelle orientée de coor- 
données semi-normales a; et soient x; les coordonnées semi- 
normales d’un point de son domaine; on aura entre les coor- 
données a, et x, l'inégalité (9) du n° 6. La substitution linéaire 
choisie pour représenter la transformation T fera passer des 
coordonnées semi-normales z, à des coordonnées a; également 
semi-normales; d’autre part le premier membre de linéga- 
lité (9) aura sa valeur conservée par la substitution linéaire; 
par suite les a; seront changées en des coordonnées a; qui 
satisféront avec les x; a l’inégalité (9), et qui par suite seront 
les coordonnées semi-normales de Phypersphere orientée trans- 
formée par T de Vhypersphere initiale. Le théorème 3 est 
ainsi completement démontre. 


8. Remarque. Revenons à l'espace projectii P. Les hyper- 
sphères improprement. réelles sont représentées dans cet espace 
par les points intérieurs à la quadrique Q; leurs coordonnées 
semi-normales sont assujetties à l'inégalité x,> 0. Les hyper- 
sphères proprement réelles orientées sont représentées par 
les points extérieurs à Q. L'hypersphère étant donnée, repré- 


——— — 


——__ È H a = —— 


e 


3) Dans l'espace P l’intérieur de la quadrique Q est connexe, ce qui 
démontre la possibilité de passer d'une hypersphère unproprement réelle 
à une autre sans que Phypersphére cesse d’être improprement réelle. 

4) Si le point considéré est le point à Pinfini, la somme Tot Tapi est 
positive pour ce point comme pour tous les points a distance finie. Le 
point à l'infini peut être considéré comme la limite de points à distance 
finie pour les transformés duquel on aura z9+ 2} n41> W il en sera donc 
du méme pour le transforme du point A infin: 


Roeznik Pol. Tow. Matem. XX. 18 
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sentée par un point M, les points de cette hypersphere sont 
représentés par les points de @ situés sur Vhyperplan polaire 
de M par rapport a Q. Cet hyperplan polaire sépare Q en deux 
régions qui représentent les deux régions dans lesquelles l’hyper- 
sphère donnée sépare l’espace anallagmatique; suivant qu’on 
choisit l’un ou l’autre de ces régions, on obtient les deux orien- 
tations possibles de Vhypersphere; les coordonnées semi-nor- 
males des deux hypersphères orientées se déduisent les unes 
des autres par un changement de signe. On peut dire que les 
points de P extérieurs à Q sont géometriquement orientables. 
Il est intéressant de montrer qu’on peut passer par continuité 
d’une hypersphère orientée à la même hypersphère orientée 
d’une autre manière. Par exemple la famille d’hypersphères 
d’équation: 


sin t+ chę) — 2 COS t : a, — SIN t - 9 = 0, 


quand on fait varier t de ty à ty + x, permet de passer par conti- 
nuitć d'une hypersphere orientée intérieurement (si 0<t)<2) 
a la meme hypersphere orientće extérieurement 5). 

Les points de P extérieurs à Q sont done géometriquement 
orientables, tandis qu’il rien est pas de même pour les points 
intérieurs à Q. 


Il! 


Invariants anallagmatiques. Résolution d'un problème 
général 


9. Invariant anallagmatique de deux hypersphères unitaires. 
Solent a, et b les coordonnées semi-normales de ces deux 
hypersphères (improprement réelles ou proprement réelles 
orientées). Le produit scalaire des deux hypersphères est 


kR? + R'° — d 


] 
(10) (li by + ay by +. «s + an bn— 3 (ao bni — bo Un41) = DE + ) ae 


où Ret R' au dénominateur, désignent les rayons des deux 
hyperspheres supposées orientées, précédés du signe + ou 


s) Remarquons que cette suite d’hypersphères orientées contient un 
hyperplan pour t=ka (k entier). 
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du signe — suivant qu’elles sont orientées intérieurement ou 
extérieurement. Si l’une des hypersphères, par exemple la 
premiere, est improprement réelle, R désigne le module du 
rayon. Le produit scalaire (10) est évidemment un invariant 
anallagmatique de la figure formée par les deux hyperspheres 
et c’est le seul invariant qui soit rationnel par rapport aux coor- 
données de deux hypersphires. 

On remontre ici une circonstance curieuse qui ne se pré- 
sente pas en géométrie euclidienne réelle. Si on suppose les 
deux hyperspheres orientées, on pourrait être tenté de penser 
que la figure obtenue en changeant 4 chacune son orientation est 
anallagmatiquement égale à la premiere puisqu'elles ont le meme 
invariant. Mais ce n’est pas toujours vrai. Par exemple si les 
deux hypersphères sont extérieures l’une à l’autre et orientées 
toutes les deux intérieurement, le domaine de chacune n'a 
aucun point commun avec celui de l’autre, tandis que si on 
les oriente extérieurement, leurs deux domaines ont une infi- 
nité de points communs; on ne peut pas passer de la première 
figure à la seconde par une transformation anallagmatique *). 

Ajoutons la remarque que l'orthogonalité de deux hyper- 
sphères se traduit par la nullité de l’invariant anallagmatique 
correspondant; par suite deux hypersphères improprement 
réelles ne peuvent jamais étre orthogonales. 


10. Les considérations précédentes conduisent à se poser 
le probleme général suivant. 


Problème. Déterminer p<n-+1 hypersphères unitaires 
Sis So, …, 8, purement réelles, orientées, indépendantes, connaissant 
les produits sealaires a; des couples Si, Kı @hyperspheres in- 
connues ?). 


a) Dans l'ouvrage de M. Blaschke sur la géométrie différentielle le 
volume consacré à la géométrie anallagmatique réelle à trois dimensions 
fait rentrer dans le groupe des transformations anallagmatiques l’opération 
qui consiste à changer orientation de toutes les sphères proprement réelles; 
mais c'est un expćdient qui est contraire à la nature des choses. 

7) Pour p=n +2, on démontrerait facilement que la forme 
Du, Us... Un ty) introite dans le numéro 10 doit étre décomposable en 
la somme de n +1 carrés positifs et 1 carré négatif; cette condition est 
nécessaire et suffisante. 

18* 
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Nous supposons que les coordonnées des S; sont semi- 
normales. 

Les hypersphères indépendantes S8,,8,,...,S8, déterminent 
un système linéaire d’hypersphères rentrant toutes dans lex- 
pression 4% Sı + Ug 82 +... + Up Sp. Nous appellerons forme fonda- 
mentale de ce système linéaire la forme quadratique ©(u4,45, ... ;llp) 
qui représente le carré scalaire de l’hypersphère générale du 
système. 


Lemme. Si la forme quadratique $P(w,,...,u,) est décomposée 
en une somme de carrés de formés linéaires indépendantes, 
cette décomposition donne naissance 


soit à p carrés positifs, 
soit à p —1 carrés positifs et un négatif, 
soit a p— 1 carrés positifs. 


Ces conditions sont necessaires et suffisantes pour la possi- 
bilitć du probleme. 


Demonstration. Nous allons d’abord montrer que les 
conditions énoncées sont nécessaires; il suffit pour cela de 
démontrer que le nombre des carrés positifs dans la décompo- 
sition de la forme © en carrés est au moins égale a p —1. Si 
non en effet on pourrait extraire du système linéaire considéré 
au moins deux hyperpheres distinctes orthogonales entre elles 
dont chacune serait ou improprement réelle ou de rayon nul. 
Le produit scalaire de ces deux hypersphères serait nécessaire- 
ment nul; d’après la remarque de la fin du n°9 elles seraient 
done constituées par deux hypersphères de rayon nul ou par 
une hvpersphere de rayon nul et une hypersphère improprement 
réelle, La premiere hypothèse est impossible car le produit 
scalaire de deux points distincts ne peut être nul 8); la seconde 
Pest également car elle entrainerait l’existence d’un point 
réel situé sur une hypersphère improprement réelle, ce. q. f.d. 

Pour démontrer que les conditions sont suffisantes nous 
allons passer en revue les trois Cas possibles. 


8) Si ces deux points sont à distance finie, le produit scalaire est 
— 42,244? < 0, d étant la distance. Si l’un des points (le second par exemple) 


est à l'infini, le produit scalaire est -— $ zza, < 0. 
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g"7 Cas. La forme fondamentale $(u,,u4,...,4p) se décompose 
en p carrés positifs. Supposons 


et soit 


(11) v= q u, + a? U, +... + ap u, (#21, 2,1145); 


le dćterminant des af étant différent de zéro. 


Choisissons dans Vespace anallagmatique, ce qui est tou- 
jours possible, p hyperspheres unitaires indépendantes orientées, 
orthogonales entre elles: A;, Ay,...,Ap, et posons 


Si = aq.4,+- al A, +... afd, (1=1,2,..., p); 
on aura 
St Ug Są +... + Up Sp = Vy Ay + Ve A> + ... + UpAp 


et on constate immédiatement que les produits scalaires des 
hyperspheres Ś,, S; sont égaux aux valeurs données a,, dans 
l'énoncé du problème. Si maintenant au lieu des hyperspheres 
unitaires orthogonales A,, Ay,...,A, on prend un autre système 
analogue B,, Bz... Bp; on peut toujours passer par une trans- 
formation anallagmatique des premières aux derniéres®); on 
obtient ainsi une infinité de solutions du probleme, toutes 
également anallagniatiques entre elles. 


Dans le 1 Cas, le problème est donc possible et toutes ses so- 
lutions sont anallagmatiquement egales entre elles. 


2 et 3 Cas. La forme fondamentale P(u,,...,up) se decompose 
en p—l carrés positifs et 1 carré négatif ou en p—-1 carrés po- 
sitifs. Dans chacun des deux cas il existe dans le système 
linéaire W, Si + UgS_+...+Up,S, au moins une hypersphère de 
rayon nul 


No = SU vs Es Sa spo Satay 


Si Pon change Vorientation de toutes les sphères Si, Sa, ..., Sp, 
on aurait une autre solution du probleme, mais cette seconde 


®) Dans l’espace projectif P, on peut toujours passer, par une trans- 
formation projective laissant la quadrique Q invariante, de la figure formóe 
de n+2 points conjugués deux a deux par rapport a Q a une autre figure 
analogue quelconque. 
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solution ne peut étre anallagmatiquement ćgale a la premiere 
car on pourrait passer par une transformation anallagma- 
tique T de S, à —S,, or les coordonnées semi-normales du 
point S, ne peuvent étre anallagmatiquement égales a celles 
de — So- 

Par un raisonnement analogue à celui du premier cas on 
démontrerait que le problème comporte deux familles de solu- 
tions anallagmatiquement égales dans chacune des deux familles, 
mais non anallagmatiquement égales quand on passe d'une famille 
a Vautre. 


Cas particulier. Supposons p = 2 et soit a le produit scalaire 
des deux hypersphères orientées unitaires inconnues $, et Sp. 
On a ici 


P(u,, Uy) = uf + 2au, u, t uż = (u, + au)? + (1— a?) ug. 


Si a?<1, auquel cas les deux hyperspheres A, et Sa sont 
sécantes, le probléme ne comporte que des solutions anallagma- 
tiquement égales. Si a?= 1 ou >l, les deux hypersphères 
sont extérieures ou intérieures ou tangentes; le changement 
d’orientation de &, et de S, donne une figure non anallagmati- 
quement égale a la premiere. 


SUR UN PRINCIPE TOPOLOGIQUE DE L’EXAMEN DE 
L'ALLURE ASYMPTOTIQUE DES INTÉGRALES DES 
EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES 


Par TADEUSZ WAŻEWSKI (Kraków) !) 


Avant d’entrer dans les détails nous expliquerons rapi- 
dement en quoi consiste le principe en question et nous esquis- 
seront l’idée directrice de sa démonstration dans un cas parti- 
culier. Nous ferons voir, par un simple exemple, la possibilité 
de son application à Vexamen de l'allure asympotique des 


intégrales. — Considérons le système d’équations 
dz; . 
(0,1) a bises La), 16 — Dc.) 


où £ est considérée comme temps. Nous supposons, pour fixer 
les idées, que les f; soient continues partout et que par chaque 
point passe une intćgrale unique de ce systeme. 

Soit w un ensemble ouvert à n +1 dimensions (borné ou 
non) dont la frontière F se compose d’un nombre fini de sur- 
faces S1,..., S$, dont le plan tangent varie d’une façon continue 
avec la position du point de contact. Nous supposons qu’aucune 
intégrale du système ne soit tangente à aucune de ces surfaces. 

Soit / l'intégrale saturée (c.-à-d. prolongée vers la droite 
et vers la gauche autant que ce soit possible) passant par Py. 
Soit Demi I (Po) la demi-intégrale droite saturée issue de 


1) J'ai communiqué oralement les résultats un peu moins généraux 
le 18. III., le 28. III. et le 29. V. 1947 respectivement au cours d'une séance 
de la Soc. Pol. de Math. (Cracovie), de la Soc. d. Sciences de Varsovie et 
du Congrès des Math. Pol. à Cracovie. Une note sur ce sujet a paru dans 
les Rendiconti dei Lincei (août 1947, Série VIII, t. III, p. 210). 
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P,= (ty, 2ę,..., 09) et contenant les points de Z pour lesquels 
t > to- 

Soit A le morceau de J correspondant à l'intervalle ouvert 
t—e<t<t, et soit B le morceau de J correspondant à Pin- 
tervalle tj<t<t+e. Soit enfin w* l’ensemble des points 
n'appartenant pas a w+ F. 

Si e>0 est suffisamment petit alors un et un seulement 
des cas suivants est possible lorsque Poel: 


I) ACo*, BC. [P, point d’entrée stricte] 

II) 4Cw, BCw*. [Pi point de sortie stricte] 
II) ACw, BCw. [P, point de glissement intérieur] 
IV) ACo*, BCw*. [Po point de glissement extérieur]. 


Si tous les points de F sont points d'entrée stricte (cate- 
gorie I), alors une intégrale qui est entrée une fois dans w ne 
le quittera jamais, c.-à-d. Demi, I(P,) Co lorsque Poe w. 

Or, au cours d'une recherche sur l'allure des intégrales au 
voisinage du point singulier d’un système d’équation différen- 
tielles, j’ai été conduit au problème suivant: 


La frontière F contenant à la fois des points dentree et des 
points de sortie (catégorie I et Il) existe-t-il, à l’intéricur de o, 
des points P,, tels que Demich I(P) Cw? 


Or j'ai obtenu d’abord quelques résultats sur ce sujet en 
me servant de la notion d’homologie ?) et ensuite de celle de 
l’indicatrice de KRONECKER. (e n’est, cependant, qu’en les 
rattachant à la notion du retracte due a M. BORSUK que j'ai 
réussi de les faire revêtir une forme plus générale, plus simple, 
facile à démontrer et maniable dans les appheations. 

Voici d’abord la notion du rétracte. 


V. Soient, dans un espace quelconque, deux ensembles 4 
et B, tels que ACB et soit P un point variable de cet espace. 
On dit qu’une transformation Q =7(P) effectue une rétraction 
de B en A lorsqu'elle est continue dans B et si 


2) Communiqué le 25. II., 1947 au cours d'une séance de la Société 
Polon. de Math. (Section de Cracovie). 
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(0,2) T(P)e A lorsque Pe B, 
(0,3) T(P) =P lorsque Pe A. 


Si une telle transformation existe A est appelé un rétracte 
de B. 


VI. Exemple. Soit S une sphere a n dimensions de centre C 
et de rayon r>0, et soit F sa frontiere. Les points P de S et 
ceux de F sont respectivement caractérisés par les relations: 
distance (C, P) <r et distance(C, P) =r. 

On sait que F n’est pas un rétracte de S3). 


VII. Voici maintenant notre théorème dans un cas parti- 
culier. Gardons les hypothèses précédentes sur le système (0,1), 
sur l’ensemble w et sur sa frontière F. Supposons que la caté- 
gorie III (points de glissement intérieur) soit vide et désignons 
par S la classe des points de sortie stricte (catégorie IT). Soit Z 
un ensemble jouissant des propriétés suivantes 


ZCw+ Ss, 
ZS nest pas un retracte de Z, 


ZS est un rétracte de S. 


Ceci étant admis il existe un point Pee Z—S, tel que 


Demi, L( Po) Co. 


L'integralc du système (0,1) issue de Po ct prolongée vers la 
droite autant que ce soit posible restera toujours à l’intérieur 
de w sans jamais rencontrer la frontiere F de o. 

Voici l’idée directrice de la démonstration. Soit Pe et 
appelons (d’après PoINCARÉ) conséquent de P le premier 


Pa = +, p | Z 


3) Dans le cas contraire il existerait une transformation Q = T(P) 
effectuant une rétraction de S en P. Soit U=W(Q) la transformation 
subordonnant a chaque point de F son point antipode. La transformation 
U=W(T(P)) est continue dans S, elle transforme S en sa partie et on n’a 
jamais P=W(T(P)), ce qui est contraire au théorème de M. Brouwer sur 
les points fixes. 
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point Q en lequel Demi) {(P) rencontre F. Un tel point Q 
peut exister ou non. Posons 


Q = conséquent de P = C(P). 


Il suffira de prouver qu’il existe un point PyeŹ—Ś, tel 
que C(P,) n’existe pas. Supposons qu’un tel point P, n'existe 
pas et envisageons la transformation 


(0,4) Q  A(P) 


ol A(P) —C(P) lorsque Pe Z—S et K(P) = P lorsque Pe ZS. 
Soit R—T(Q) une transformation effectuant la rétraction 
de S en ZS. La transformation R = T(K(P)) effectue, con- 
trairement 4 une des prémisses du theoreme, la rćtraction 
de Z en ZS. Ceci sera évident lorsque Pon aura démontré Ja 
continuité de la transformation (0,4) (cf. § 8, lemme 3) 4). 


VIII. Exemple. Considérons le tube w 
|v|<1, |y| <1, —oo<t<+ 00. 


La frontière F de w se compose de quatres faces K,, Ea Es E 
situées respectivement sur les plans z  — 1, x +1, y=—1 
et y =+ 1. Considérons le système 


(LV. È) dy a(x, y, l) 
fiz, yt), 7 = 90,31). 


ip 
di 
Supposons que f et g soient continues partout, que par 
tout point passe une intégrale unique de ce système et que 
Pon ait 
af(z,y,t)<0 sur E,+ Ez; yg(a,y,t)>0 sur E, + ky. 


On vérifie facilement que la categorie [IL est vide et que 
la catégorie II constitue l’ensemble S - E+E, —E —E,. 


4) En supposant que K(P) soit continue par hypothèse (et non seule- 
ment que C(P) soit continue, ce qui constitue une erreur s'étant faufilée 
dans notre note dans les Rendiconti dei Linci, août 1947) on obtient un 
théorème plus général, car l’on peut alors supprimer l'hypothèse 
Sortie (w, Q) = Sortie stricte (w, Q) intervenant dans les Theorèmes 1-4 
du présent travail. Cette généralisation est peu maniable. 
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Soient r er È deux nombres fixes avec |&|<1, et soient A 
et B les points des coordonnées (£, —1, z), (6, +1, z). Désignons 
par Z le segment fermé aux extrémités A et B. L'ensemble ZS 
se compose des points A et B, l’ensemble ZS n’est done pas 
un retracte de Z. En posant 7(Q) = A lorsque Q e E, et T(Q) = B 
lorsque Q e E, on voit que la transformation À == T(Q) effectue 
une rétraction de S en ZS. L’ensemble ZS est done un rétracte 
de S. En vertu de notre théorème il existe sur le segment 
Z—S—Z—-A—B un point Po, tel que la demi-intégrale issue 
de Py, prolongée a droite de P, autant que ce soit possible 
ne sortira jamais du tube w et existera, par suite, pour tous 
les t de Vintervalle r <t<4+ co. En faisant varier £ on voit 
qu’il existe même au moins oo! demi-intégrales de telle sorte 5. 

En prenant un tube |x|<g(t), |y|< p(t) avec p(t)>0, y(t) ->0 
pour £ > co dont les faces courbes Fi, Ez, Ez, E, remplissent 
des hypotheses analogues aux précédentes, on conclut que 
sur tout segment (A,B) (analoguement situć) il existe un 
point P, duquel sort une intégrale x=u(t), y=y(t) pour 
laquelle |z(t)|<gp(t), |y(t)|<y(t) lorsque T<t<+ oo. On aura 
x(t) >0, y(t)>0 lorsque t++ oo. 

Cet exemple montre que notre théoreme se préte bien 
a l'étude de lallure asymptotique des intégrales des équa- 
tions differentielles et par suite de leurs allure au voisinage 
des points singuliers. Il faudra, dans chaque cas particulier, 
construire l’ensemble w d'une façon adaptée a la nature du 
probleme asymptotique. Cette construction revient, pour la 
plupart des cas, a la construction de certaines inégalités 
différentielles dont les solutions fournissent les faces limi- 
tant l’ensemble w. 

Le Théorème 1 ($9) (plus général que le théorème qui 
vient d’être énoncé) conduit d’une part aux Théorèmes 2 (§ 11) 
et 3 (812) sur l'existence des intégrales asymptotiques et, d’une 


5) Dans ce cas l’ensemble de points situés sur les demi-intégrales 
de cette sorte possède le nombre de dimensions d> 2 (au sens de Menger). 
Il se pose le problème de savoir s’il en est analoguement dans les cas pareils 
relatifs à l’espace à p+ q dimensions (p +q > 2). M. Kuratowski a indiqué 
une démonstration rapide dont i] résulte que la réponse est affirmative. 
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autre part, au Théorème 4 ($ 13) sur l'existence des solutions 
d'un problème aux limites (analogue au problème de STURM). 
Le Theoreme 5 ($ 15) indique les conditions suffisantes (impor- 
tantes pour les applications) pour que la catégorie III soit 
vide. Les $ 17 et 13 concernent Vextension des théorèmes 
précédents au cas des variables complexes et au cas, le moins 
important, ou l’on n’admet pas que par tout point de w passe 
une intégrale unique du systeme d’équations differentielles. 


les $$1—7 sont consacrés aux notations et definitions 
et, en outre, a l’énumération de ces propriétés des intégrales 
des ćquations différentielles grace auxquels réuissit dans le 
§ 8 la démonstration que la transformation Q = K(P) (cf. 0,4) 
est continue. En passant en revue ces propriétés (dépendance 
des intégrales du point initial, leur prolongeabilitć jusqu’à 
la frontière etc.) on se rendra facilement compte des conditions 
sous les quelles nos résultats peuvent être étendus aux familles 
Ue courbes quelconques appartenant même aux espaces abstraits. 
C’est en partie pour cette raison que nous avons cru utile 
d’entrer de si près dans les détails de la démonstration que la 
transformation Q— K(P) est continue, bien que cette conti- 
nuité soit presqu’évidente pour un lecteur familiarisć avec la 
théorie des équations différentielles. 


$ 1. Notation vectorielle. Dans les $$1—16 nous parlerons 
exclusivement des points réels (t,r;,....c) appartenant à Pes- 
pace Enpi à n + 1 dimensions. 

Soit A — (0,...,0) l'origine des coordonnées FR Pe (i, Ty,...glln) 


un point quelconque. Le point P et le vecteur AP seront appelés 
associés. Ils possèdent les mêmes coordonnées. 


Nous désignerons par P, sans aucune distinction, le point P 
- + 


et le vecteur AP. 
Ce point et ce vecteur seront done considérés comme iden- 
tiques en un certain sens. Soit 


Af "+ 
I 77 (t dB a soul oa 
Nous poserons 


PoP = AP? —APm (1— t, £i — Zy,...,Eqn— Ca). 
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Nous désignerons par 


|P] 


le module |AP| du vecteur AP. On aura done 
[P| =Yt?+ Ea. 
Pour la distance des points P et P’ on aura la formule 
distance (P, P') =| P'— P| ='— 1)? + 2(a,— x}. 


§ 2. Voici quelques notations et propositions relatives a la 
théorie des ensembles qui nous servirons dans la suite. 


I. Soit yC Eny; un ensemble ouvert. La classe de tous les 
points frontières de y sera appelée frontière absolue de y et elle 
sera désignée par 

front abs (y). 

II. Soit une suite de points P, 


wa ol...) 


Nous dirons qu’une telle suite P, tend vers la frontière abso- 
luc de y et nous écrirons 


(2,1) P,— front abs (y) 


lorsqu'il n’existe aucune suite partielle Pa 
un point appartenant à y. 


qui tendrait vers 


v 


ILI. Soient w et © deux ensembles ouverts, tels que 
w COC Bry. 
Nous posons par définition 
(2,2) front (w, Q).= Q front abs (w). 


Cet ensemble, composé de ceux points frontières, de w qui 
appartiennent a 2, sera nommé frontière de w relative a 2. 
Nous poserons par définition 


(2,3) w* = exterieur (w, 2) = 2 — w — front (w, (2). 


Cet ensemble sera appelé extérieur de « relatif à Q. 
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IV. Si Von relie le point Aew et Bew* par une courbe 
continue CCQ alors C aura au moins un point commun avec 
front (w, Q). 

§ 3. Considérons le système des équations 


da; 


(3,1) P T Flt) ($=1,..., 6). 


Nous ćnoncerons relativement a ce Système l’hypothèse 
suivante: 

Hypothèse H. Les fonctions réelles fi(t,x,,..….,æ;) des va- 
riables réelles t, £i... Tn sont continues dans un ensemble ou- 
vert 2. 

Par chaque point de Q il passe une integrale unique du 
système (3,1). 


L'ensemble w est un ensemble ouvert et l’on a 
(3,2) wC O. 


Cette hypothèse servira de premisse dans la plupart des 
propositions et des théorèmes qui suivent. 


Il nous sera commode d’écrire le système (3,1) et ses inté- 
grales sous la forme vectorielle (cf. § 1). Posons a cet effet 
X = (By..., Zn), X(t) = (X1 (1); <- Colt), 
d X (t) [a (0) dT (t) dzn(t)) 
di, edt da dł wiosek ee 
F(X, t) = (P(X, t), P(X, t)). 


Le système (3,1) pourra être écrit sous la forme 


ax 


(3,1 bis) "a 


= A 

Convention © Nous. n’envisagerons les fonctions 
f'(t, 1y,...,0n) que pour les points appartenant a 2. Nous nous 
occuperons exclusivement des parties des intégrales du sy- 
steme (3,1) qui sont situées dans Q. Sans restreindre lu géné- 
ralité de nos résultats nous pouvons donc supposer que les 
fonctions f', intervenant dans le système (3,1), soient déterminées 
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exclusivement dans 2 et qu’elles ne soient pas définies pour aucun 
point étranger a Q. 

Cette convention mettra automatiquent hors du débat, les 
parties éventuelles des intégrales du système (3,1) qui seraient 
situées en dehors de ©. 


$ 4. Terminologie et notations relatives a l’integrale géné- 
rale du système (3,1). Soit 


(4,1) T E E E EA. 
Nous désignerons par 
(4,2) X- ©(t; P) 


l'intégrale du système (3,1) passant par le point (4,1). L’équa- 
tion de cette intégrale peut être écrite sous la forme 


X= Q(t; P), t=t. 


En posant 


Q = (I, À) 
I(t, P) = (t, P(t; P)) 


(4,3) 
nous pourrons écrire l’équation (4,2) sous la forme 
(4,4) Q = I(t, P) 9). 

On a évidemment 


(4.5) Mito, P)=P lorsque L= 10; Piy Pn) € 2. 


Il existe, comme on le sait bien, un intervalle ouvert (borné 
vu non) 


(4,6) a<t<B, 


E N .@@7[#1@@@\|(- i 


6) Cette forme sera plus commode que la forme (4,2) parce que le point 
Q = TP) appartient à l’espace à n +1 dimensions des points K, Ty, **,T7) 
et au méme espace appartient aussi l'ensemble ©. Le point X = O(t;P) 
appartient par contre à la projection de Q sur Vhyperplan a n dimensions 
(Cope. Ural 
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tel que 

I(t, P)e lorsque a<t<f, 
tandis que I(a, P) et I(6, P) ne sont pas du tout déterminés 
ou bien ils sont déterminés cependant ils n’appartiennent 
pas à 2 mais a sa frontière absolue. Cet intervalle sera appelé 
intervalle saturé relativement a P,Q et au système (3,1). Il 
sera désigné par | 


(4,7) A(P, 2) ou bien par A(P). 


L’extrémité gauche et droite de A(P) sera désignée respecti- 
vement par 


(4,8) a(P) et B(P). 


Les intervalles définis respectivement pur les inégalités 
Asta A<t<u; A<t<u; AZt yu seront désignés respecti- 
vement par [å ul; (4,4); [A,u) et (2,0). Pour l’intervalle sa- 
ture 4(P) on aura donc 
(4,9) A(P, 2) = A(P) = (a(P),p(P)). 


Cet intervalle est ouvert et Pon a pour Pe Q 


(4,10) — oo <a(P)<B(P)< + oo. 
Soit ô un sous ensemble de 4(P) 
6CA(P). 
Nous désignerons par 
(4,11) I(ò, P) 


la classe de tous les points Q = (t, P) pour lesquels t eô. L’en- 
semble £(ò, P) représente done le morceau de Pintegrale I(t, P) 
que l’on obtient lorsque t parcourt l’ensemble 6. Nous posons 


(4,12) 1(P) =I(4(P), P). 


L'ensemble I(P). représente l’intégrale issue de P et 
saturée relativement à 2. On a 


(4,13) 1 (2): © Oe 
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La classe de points qui contient le point P (avec PQ) 
et tous les points de Z(P) qui sont situés à droite de P sera 
dite demi-integrale saturée droite issue de P. Elle sera désignée 
par 


(4,14) Demy.) I(P, 2) ou bien Demi I(P). 


On définit pareillement la demi-intégrale saturée gauche 


(4,15) Demi I(P, Q) ou bien Demi, I(P). 
Ni 
=, dg Pr on ine (2 
on w 
(4,16) Demi, I(P) = [([t,B(P)), P), 
(4,17) Demi_, 1(P) = 1((a(P), tę], P). 
On u 
(1,18) Demi.) I(P) > front abs (Q). 


Ceci veut dire que pour toute suite t, 
(4,19) lo <t <P), ty+B(P) 
on a (cf. (2,1)): 

(4,20) I(t,, P) + front abs (Q) ?). 

On a pareillement 
(1,21) Demi, 1(P) — front abs (Q). 


$5. Dépendance de l'intégrale Z(t, P) de son point ini- 
tial. Il nous sera commode d’écrire les théorèmes bien 
connus sur la dépendance de l’intégrale [du système (3,1)] 
de son point initial en nous servant de la symbolique adoptce 
plus haut. 

ddmettons VHypothése H du $3. Nous aurons alors les 
propriétés suivantes. 


7) Cf. E. Kamke, Difjerentialgleichungen reelles Funktionen (Leipzig 
1930), p. 135, Satz 2. 
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I. Soit | 


(5.1) Dye Q, JED, Eg tere ps 

On sait 8) que la suite des intégrales I(t, P,) tend dans A(P,) 
presque uniformément vers I(t, Po) (pour v — +- co) et on écrit 
(5,2) I(t, P) = I(t, Py) dans 4(P5. 

Ceci veut dire que la propriété suivante a lieu: Si y et 6 


sont deux nombres finis, tels que on a (pour Vintervalle fermé 
et borné [y, ô]) 


(5,3) [y, ôl C A(Po) 

alors 1°) à partir d'un indice assez grand l'intégrale I(t, P,) 
est définie pour tous les te[y, 6], c.-a-d. 

(5,4) [y, ô] C A(P,) lorsque v est assez grand 


et 2°) abstraction faite d'un nombre fini (indices r initiaux, 
on a 


(5,5) I(t, P) => I(t, Py) dans [y, ô] 


c.-à-d. I(t,P,) tend uniformément vers I(t,Po) dans linter- 
valle [y, 6]. 

II. En se servant de la notion de la distance (cf. § 1) on peut 
écrire (5,5) sous la forme 


(5,6) | I(t, P.) — I(t, Pa) | => 0 dans [y, dl. 


III. Admettons que © soi un sous-ensemble ouvert de Q, 
que les nombres y et 6 soient finis et que 


[y,6] C A(Po), Poe, P,eQ, Py+ Po, I([y,6], Po) C O. 


Ceci étant admis on aura pour les indices » suffisamment 
grands 


(5,7) Illy, ól, Ps) CO. 


C’est une conséquence facile de la proposition I énoncée 
tout à Vheure. 


8) Cf. E. Kamke, l. ce. p. 150, Satz 4. 
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IV. En posant, en particulier, y =ó nous obtenons la pro- 
priété suivante: 


Si Pensemble ouvert © fait partie de 2 et 
ye A(Po), P,eO, P,eQ, P,> Po, 
alors, pour les indices suffisamment grands, I(y,P,) est bien 
déterminé?) et 
I (y, P,) ©, I(y, P,) > I (y, Po). 
$ 6. Définition du conséquent et de l’antécédent d’un point 
dans le cas où l'on admet l’Hypothèse H. 
Soit P un point appartenant à w 
(6.1) Pew. 
Relativement a la demi-intégrale saturée (droite) issue 
de P deux cas sont possibles: 
1°) ou bien Demi) I(P) na aucun point commun avec 
la front (w, 22) (ct. (2,2)), 
20) ou bien en s’avançant sur Deni, I(P), à partir de P, 
vers la droite on rencontre pour la premiere fois !°) la front (w, Q) 


en un point Q. Ce point @ sera alors appelé consequent de P 
relatif à w et £ et au système (3,1) et il sera désigné par 


(6,2) conseq (P; o, Q) 1), 
Si ce point existe pour un Pew alors 
(6,3) conseq (P; w, Q) e front (w, Q). 
Définition de l'ombre gauche (relative a œw, Q et au sy- 
steme (3,1)). 
Nous désignons par 
(6,4) ombre gauche (w, 92) 


la classe de tous les points Pew pour lesquels conseq (P; w, 2) 
existe. 


o) C.-à-d. L(t, Py) est déterminé pour t=y ou bien, ce qui revient au 
meme ye (Py). 
10) Un point en lequel cette rencontre a lieu pour la première fois 
existe, car froni(w, Q) est fermé relativement à Q. 
11) Cette notion est due à H. Poincaré. 
19* 
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Voici quelques propositions évidentes relatives a ces notions: 
(6,5) I. ombre gauche (w, 2) Co CQ. 
IT. Soit: Pi= (top pis: AMD nly (ORES GRA 008 
Pew et QeQ 
Cela posć, la condition necessaire et suffisante pour que 
Q = conség (P; w, 2) 
consiste évidemment en ce que l’on ait 
toto Q=I(4,P), I({to, t), P) Co, Qe front (a, 2). 
III. Soit: Peo. Cela posé chacune de relations 
[Demi I(P)] : front (o, 2) = 0 
Dema, I(P) Cw 
constitue la condition nécessaire et suffisante peus que le 


conseq (P; w, 2) n’existe pas. 


$ 7. Points de sortie et points de sortie stricte. 


En gardant l’hypothèse H nous introduirons deux défi- 
nitions nouvelles et nous indiquerons quelques propositions 
qui s’y rattachent. 


I. Definition. Tout point Q pour lequel il existe un point 
Pew, tel que 
Q = conséq(P;jw, 2) 


sera appelé point de sortie de o relatif a © et au système (3,1). 
La classe de tous les points Q de cette sorte sera appelée 

ensemble de points de sortie de w (relatif a 2 et an système (3,1)). 
Cet ensemble sera désigné par 


(7,1) Sortie (w, 2). 
LI. Dans PHypothese H on a évidemment 
(7,2) Sortie (w, Q) C front (ao, Q). 


LIL. Soit Q = (los Qu...» dn). Cela posé la condition nécessaire 
et suffisante pour que 


Q e Sortie (œw, O) 
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consiste en ce qu’il existe un nombre positif e,> 0, tel que 
I ([t4— €, tę), ©) Cw 
et que l’on ait en outre 
Q e front (w, (2). 
IV. Definition. Soit Q = (ty 41»... Qn) et supposons que 
Q e Sortie (w, 2). 


Le point @ sera dit point de sortie stricte de w (relatif à © 
et au système (3,1)) lorsqu’il existe un nombre &, >0, tel que 
tous les points de l’intégrale Z(Q) (issue de Q) qui correspondent 
aux valeurs de ¢ situés dans l'intervalle 4, <t <t,+e, sont 
contenus dans l’ensemble (cf. 2,3) 


w* = extérieur (w, Q) = Q — o — front (w, (2). 


La classe de tous les points de sortie stricte de w sera dć- 
signée par 


(7,3) Sortie stricte (w, Q). 

V. Dans l’Hypothèse H on a évidemment 
(7,4) Sortie stricte (w, 2) C Sortie (w, 2) C front (o, 2). 

VI. Admettrons Hypothèse H et supposons que 

Q = (to; lus In); Q € front (w, Q). 
La condition nécessaire et suffisante pour que 
Q e Sortie stricte (w, Q) 
consiste évidemment en ce qu’il existe un eę>0, tel que 
I ([ty — e, ty), Q) Co, I((ty, to +E], Q) Co* 
OÙ w* — extérieur (w, Q) = 2 — o — front (o, Q). 


§ 3. Continuité de la transformation Q — K(P). 


Le but du present paragraphe est la démonstration du 
Lemme 3 insćre a la fin de ce paragraphe et établissant la conti- 
nuité de la transformation Q= K(P). Cette transformation 
intervenait dans la demonstration d'un cas particulier du 
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théorème principal qui vient d’être esquissée dans lintro- 
duction (cf. (0,4) p. 282). Or pour un lecteur familiarisć avec 
les raisonnements usuels, relatifs a Pallure des intégrales dans 
les cas le plus simples, le Lemme 3 est presqu’évident et la 
lecture de la dćmonstration des lemmes préparatoires 1 et 2 
que nous allons énoncer, est superflue. 


Lemme 1. Admettons PHypothese H. Si 
(8,1) P cw, conseq (Po; w, Q) e Sortie stricte (w, Q) 
alors la transformation 
(8,2) Q = C(P) = conseq (P; o, Q) 


(envisagée évidemment là où elle existe, c.-a-d. dans l’ombre 
gauche (w,42)) est continue au point Py. 


Démonstration. Posons 
P= (tos Boyes) PO); P,=(t,, PI; DY) 
et supposons que 
Poe ombre gauche (w, 2), P, € ombre gauche (w, 2), P,+ P,- 


Il suffit de prouver que 


(8,3) conseq (Py; w, Q) + conseq (Po; o, 2). 
On a 

(8,4) ty —> ly 

et (cf. 4,5) 

(8,5) PB, = MSN PSE PO a, Py 
Posons 


Q, = conseq (Py; w, Q). 
L'intégrale I(t, Po) passe par Qo pour une valeur z de t. 
On a donc (cf. $ 6, II) 
Q, = conség (Po; w, 2) = I(t, Po), tę CT, 


(8,6) 
TL (Los r), Po) Cw. 


UN PRINCIPE TOPOLOGIQUE 295 


Comme w est ouvert et Z(t,P,) est continue en t il en ré- 
sulte que pour les 6>0 suffisamments petits on aura 


(8,7) 1([t,—0, r—6], Py) Co. 
A(P;) étant l'intervalle (ouvert) saturé de I(t, Po) et a(Po) 


et B(P,) étant l’extrémité gauche et droite de cet intervalle 
(cf. 4,7 et 4,8) on a 


a( Pa) <ty <T<B(P5). 
Soit 7 > 0 un nombre positif arbitraire. Or en vertu de (8,1) 
Que Sortie stricte (w, ©). 
Il existe donc, en raison de (8,7) et de la proposition VI 
du $ 7 un nombre 6>0 si petit que 
(8,8) a(Po)<ty-—0<tp<tr—d<t1<t+6<£(P,) 
| Io — 0, t dl, Po) Co, Illa — 0, t+ 0], Py) CQ, 
I(fT —ó, r), Po) Co, 


(8,9) 
| [((t, t+ ô], Po) C œ * = 2 —w — front (o, 2), 


diamètre de I([t — ô, t + ô], Po) <1. 


La dernière inégalité exprime que 
—5<t’<r+6 
(8,10) I(t, Po) It", Po)|<9 12) lorsque k sun. R 
r_dst’sttò. 


Pour les indices » assez grands on aura (cf. 8,4 et (8,8) 
(8,11) UP <ta — <t DO TT 1 0 < PP). 


En s'appuyant sur les propositions III et IV du §5 on 
déduit des relations (8,8) et (8,9) les relations suivantes va- 
lables pour les indices » suffisamment grands 


I([t,—ó0,7 +6',P,)CA, I(fty —ô,r —6], P,) Cw, 
(8,12) I(t= ô, Plea, I(r + ô, Pe w*, 
d’où, en raison de (8,11), il résulte que 
(8,13) Leo ea eG, I ([t,,r"01,P.JG o. 


12) | I(t’, Po) —1(t",P5)| désigne la distance des points I(t’, P,) et 
I(t’, Py) (ef. $ 1). 
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En vertu de (8,12) l'arc I([t — 0, rt + 6], P,) coupe la 
front (w, 2) (cf. § 2, IV). Faisons t parcourir l'intervalle 
[1—ó0, t+] vers la droite, à partir de r—ó0. La front (w, Q) 
étant fermée relativement a Q, il existe, en vertu de la pre- 
mière relation (8,13), la plus petite valeur de t, appelons-la 
Ty, telle que 


(8,14) I(t,, P,) e front (w, Q). 
On aura 
(8,15) T—Ö<T,<T+ Ô, 


et I([t— ò, t,), Py) Cw. En rapprochant la dernière relation de 
la deuxième relation (8,13) on obtient 


I ([tygjr Pg) Gal 


De cette relation et de la relation (8,14) il résulte que le 
point I(7,, P.) est le conséquent de I(t,, P,) relatif à w,Q et 
au système (3,1) (cf. la définition du conséquent dans le & 6). 
On a done (cf. 8,5) 


(8,16) I(t,, P.)= conseq (Pr; o, Q). 


Comme [t—d, t+ 6] CA(Po) (ef. 8,8) on a, en vertu de (5,5) 
la suivante convergence uniforme 


I(t, PW = > I (t, Py) dans [r— ð, t+ ô}, 
donc, pour les indices » assez grands on aura (cf. 5,6) 
| I(t, Py) —I(t, Po) |< lorsque te[r — ô, t +}, 
d’où, en vertu de (8,15), il vient que 
|I lts, P,) — L(t», Py) | <q. 
L’inégalité (8,10) donne (cf. 8,15) 


PP, gr "(EJ Po) | <n 
donc 
|1(z,, P.) — I(z, Po) | <2, 


doù, en vertu de (8,6) et (8,16), il résulte que 
| conseq (P.; w, 62) — conseq (Py; 00, 82) |< 27 


lorsque » est suffisamment grand. Comme 7>0 est un nombre 
arbitraire, la relation (3,3) se trouve ainsi démontrée. 
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Lemme 2. Admettons l’Hypothèse H et supposons que 


P, = (t: PY,- Pp?) € ombre gauche (w, 2), 


(8,17) Po = (tos Dey eee) DY) e Sortie stricte (o, Q 
De ae 


Nous affirmons que 
(8,18) conseq (P,; w, 2) > Po. 
Démonstration. On a: t(„,>t,,P,ew et (cf. 4,5) 
(8,19) Ptr IP) s, 


Soit 7>0 un nombre positif quelconque. En s'appuyant 
sur (8,17), on conclut aisément (cf. VI, $ 7) a ce qu'il existe 
un nombre d>0, tel que 


I ([to-0d;t0 + 6], Po) C2, Ito 0; to), Po) ew; 
I((tę, ty +ô], Poew*, I(ty +6, Pole w*, 
(8,20) diametre de I([ty—4, to + ôl, Po) <7. 


En s’appuyant sur les propositions III et IV du $5 on en 
conclut que les relations suivantes ont lieu pour les indices y 
suffisamment grands: ty—0 <ł,<ły 1-0, 


L([ty —6, tę + 6], P,) CL, I(t—6, P,)ew, 
(8,21) I (ty +6, P,)eo*. 
On a (ef. 1,5 et 6,4) 
Mira) = P,e o. 


Cette relation et la relation (8,21) conduisent a la conclu- 
sion (cf. § 2, IV et la définition du conséquent) qu'il existe 
un nombre t,, tel que 


(8,22) to <T <t +06, conséq (Pr o, Q) = I (ty, P,). 
On a la convergence uniforme (cf. 5,5) 
I(t, P,) => Ł(t, Py) dans [to—ô, ty + ô], 
d’où il résulte que 
o | L(t, P,) — L(t», P,)|>0. 
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Pour les indices » assez grands on aura 
|Z roy P's) (ty; Po) (<7, 
En raison de (8,20) 
LT, Py) — Ito Po) <0 
et par suite 
| L(t», Po) — 1 (to, Po) | <27 
d’où (ef. 8,19 et 8,22) 
| conség (Py; w, 2) — Pol < 24. 
La relation (8,18) est ainsi demontrée. 
Lemme 3. Admettons l’Hypothèse H, posons 
S = Sortie (w, 2) 
et supposons que tout point de sortie soit un point de sortie 
stricte, c.-à-d. que 
Sortie (w, (2) = Sortie stricte (w, ©). 
Définissons la transformation 
 K(P) 
de la facon suivante: 
K(P) = conseq (P; o, 2) lorsque Pe ombre gauche (a, (2), 
K(P)=P lorsque PES, 
Ceci étant supposé nous affirmons que la transforma- 
tion Q = K(P) est continue dans l’ensemble 
W — ombre gauche (o, 2) +8 
et que 
(8,23) A(P)eS lorsque Pe W. 
Démonstration. La continuité en question résulte immé- 
diatement des Lemmes 1 et 2. La relation (8,23) apparaît 
comme une conséquence immédiate de la définition de A(P). 


[Il suffit de remarquer que conseq(P; o, 2) e Sortie (w, 2) lors- 
que Pe ombre gauche (w, Q) (cf. $ 6)]. . 
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§ 9. Théorème 1. Admettons l’Hypothèse H (cf. § 3) 
relativement au systeme (3,1). Supposons que chaque point 
de sortie (relatif a w, £ et au système 3,1) soit un point de 


sortie stricte (cf. § 7) c.-à-d. que 
o 


(9,1) Sortie (w, 2) = Sortie stricte (w, (2) = S. 


Supposons que pour les ensembles Z et A, aient lieu les 
relations: 


(9,2) ACE 
(9,3) ZCot+s, 

(9,4) ZS, est un rétracte de S, 13) 
(9,5) ZS, nest pas un rétracte de Z. 


Ceci ćtant admis il existe au moins un point 


(9,6) Pt (ty; PQ, er Pi) 

tel que 

(9,7) Pye Z — S 14) 

et qu’ou bien 

(9,8) conseq (Po; w, 2) S — Si: 

ou bien 

(9,9) conséq (Po; w, (2) n’existe pas 15). 


La relation (9,9) exprime que la partie de l'intégrale issue de Po, partie 
située à droite de P, est entièrement contenue dans w et ne peut, par consé- 
quent, jamais toucher à la front (w, 2) (ef. 2,2). 


Démonstration. Supposons que notre théorème soit faux. 
On aura done 


(9,10) conseq (P; w,£2)C 8, lorsque Pe Z— S. 

13) Cf. la definition du rétracte à la page 208, V. 

14) Ceci revient à ce que l’on a à la fois Pye Z et Poew. 

15) Cette relation est équivalente à ce que Demi) I(Po)C oœ. Elle est 
aussi équivalente à la relation [Demi(+)1(P:)]: front (wo, Q) =0 (ef. § 6, TIT). 


300 T. WAŻEWSKI 


Le conseq (P;o, 2) existera done pour tous les points Pe Z —S,. 
Il s'ensuit (cf. la definition 6,3) que 


(9,11) Z—S8S,C ombre gauche (w, 2). 
On aura done en raison de (9,1) 
Z = (Z—8,) + (ZS) C ombre gauche (o, 2) +8 = W. 
c.-à-d. 
(9,12) ZCW 


avec 
W = ombre gauche (0,2) + S. 


Nous utiliserons la transformation 
Q = K(P) 


intervenant dans le Lemme 3 du § 8 et définie par les con- 
ditions 


(9,13) A(P) = conseg (P; w, 2) lorsque Pe ombre gauche (w, 2) 
(9,14) E(P) — FP lorsque Pes. 


La transformation Q = K(P) est continue sur W(ef. Lemme 3 
du § 8) est, à plus forte raison sur Z (cf. 9,12). 
En raison de (9,14) et (9,2) on a: 
K(P)=P lorsque Pe ZS, 
done 
K(P)eS, lorsque Pe ZS,. 
En vertu de (9,10) et (9,13) on a 
A (P)eS, lorsque PeZ— Ni. 
De ces trois relations il résulte que 


K(P)eS, lorsque PeZ 


(9,15) 
et K(P) P lorsque PeZN,. 
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Or ZS, étant un rétracte de A; (cf. 9,4) il existe une transfor- 
mation 


hk = U(Q) 
qui effectue une rćtraction de #, en Z8,. 


Cette transformation est done continue pour les Qes, et 
Pon a 


U(Q)e ZS, lorsque YeS,, 
U(Q) = Q lorsque Q e ZŚ,. 
Formons la transformation compasé 


R=T(P) 


(9,16) 


ou 
4 (P)-ZU(A(P)). 


En vertu de (9,15) et (9,16) la transformation K  T(P) 
est definie et continue sur Z et l’on a 


T(P)eZS, lorsque PeZ 
1(P)= P lorsque PeZS,. 


Cette transformation effectue donc une rétraction de Z 
sur ZS,, ce qui est impossible en vertu de (9,5). Nous voyons 
ainsi que l’hypothèse que notre théorème soit faux conduit 
a une contradiction, ce qui termine la démonstration. 


$ 10. Énoncé d'un problème relatif à l'existence des demi- 
intégrales asymptotiqnes et d’un problème aux limites. 

Conservons l’Hypothèse H du $ 3. 

I. Definition dune demi-integrale du systéme (3,1) asympto- 
tique relativement aux ensembles w et 2. Une demi-intégrale 
du système (3,1) (issue d’un point P) sera dite asymptotique 
relativement aux ensembles w et 2 si elle est contenue dans w. 

Il s’agit évidemment des demi-intégrales saturees relati- 
vement a 2, C.-a-d. tendant vers la frontière absolues de © 
lorsque ¢ tend vers une extrémité de l'intervalle saturé 4(P) 
(cf. 4,14 et 4,15). 

La demi-intégrale droite Demi, I(P) est donc asympto- 
tique relativement a o et 2 alors et seulement alors lorsque 


(10,1) Demi) L(P)Co. 
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Pour une telle demi-intégrale on aura forcément (cf. 4,18) 
Demi.) I(P) — front abs (Q). 


II. Probleme d'existence des demi-integrales asymptotiques rela- 
tivement à o et Q. 


Z étant un ensemble, tel que ZCo front (0,42), existe-t-il 
un point PeZ tel que Demi) I(P) soit asymptotique relati- 
vement a w et (2, ou, ce qui revient au meme, telle que la 
relation (10,1) ait lieu? 


IM. Le rapport du problème precedent aux problèmes classiques 
relatifs à Vallure asymptotique des intégrales. 

Dans la plupart des problèmes classiques on demande 
s’il existe des intégrales possédant certaines propriétés asympto- 
tiques, propriétés qui sont exprimées analytiquement. On de- 
mande, par exemple, s’il existe une intégrale tendant vers le 
point singulier ou bien se condensant sur un cycle limite. 
On demande s’il existe des intégrales dont la distance de 
l'origine croît plus vite ou plus lentement qu’une fonction 
donnée (par exemple e*') lorsque t—> + co. 

Or ces problèmes pourront être considérés, comme cas 
particuliers du problème précédent à condition que l’on réussit 
de construire l’ensemble w, tel que toute intégrale asympto- 
tique relativement à w et Q (au sens de la définition précé- 
dente) jouisse forcément aussi des propriétés asymptotiques 
données sous la forme analytique. Du caractère de ces condi- 
tions analytiques dépendra la forme et la configuration de 
l’ensemble w qu’il faudra construire. La construction de len- 
semble w est souvent équivalente à la construction de fonctions 
remplissant certaines inégalités différentielles. 

En construisant w il faudra évidemment prendre soin que 
les prémisses des théorèmes qui vont suivre soient remplies 
par o. 

IV. Un probléme aux limites. Soient Z et T deux ensembles 
contenus dans w + front (w,Q). Existe-t-il deux points A eZ 
et Be T qui puissent être reliés par un arc partiel d'une inté- 
grale du système (3,1), par un arc situé dans w + front (w, 2)? 

V. L'application du Théorème 1 ($ 9) à la solution de ces deux 
problèmes. 
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Le Théorème 1 conduit a lalternative suivante (cf. 9,8 
et 9,9) 


(10,2) ou bien conseq (Po; o, Q) €S —S,, 
(10,3) ou bien conseq (Po; o, 2) n'existe pas. 


Or en introduisant certaines conditions supplémentaires 
dans le Théorème 1 on peut exclure ou bien la relation (10,2) 
ou bien (10,3). Si la relation (10,3) n’est pas possible le Théo- 
rème 1 donne une réponse affirmative au problème aux limites 
(avec T-- S—S,). Si, au contraire la relation (10,2) n’est pas pos- 
sible alors la relation (10,3) entraîne la relation Demi, 1(Po)Cw 
et le probleme d’existence d’une demi-intćgrale asymptotique 
relative a w et 2 admet une réponse affirmative. 

Nous complèterons, dans la suite, le Théorème 1 par cer- 
taines hypotheses supplementaires de facon a obtenir une 
réponse affirmative a Pun ou a Pautre de ces deux problèmes. 


§ 11. Théorème 2 sur l'existence des intégrales asympto- 
tiques (relatives à o et O), 

Admettons l’Hypothèse H relativement au système (3,1) 
et supposons que tout point de sortie (relatif a o, Q et au sys- 
teme 3,1) soit un point de sortie strict c.-a-d. que 

Sortie (w, 2) = Sortie stricte(w, 2) =S. 
Soit Z un ensemble, tel que 
ACwt+sS, 
ZS est un rćtracte de S, 
ZS west pas un retracte de Z. 
Ceci etant admis il existe au moins un point P,, tel que 
Poe Z—S (c.-a-d. PeZo) 
et que la demi-intégrale droite issue de P, et saturée relative- 
ment à £ soit contenue dans w. Ceci veut dire que 
(11,1) Demi I(P)C@. 


Cette demi-intćgrale constitue une demi-intégrale asympto- 
tique relative à w et Q (cf. définition en question dans le § 10). 
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Démonstration. Posons, dans le Théorème 1 du § 9 5, = S. 
L’ensemble S—A, étant vide la relation (9,8) ne sera pas pos- 
sible. La relation (9,9) aura done forcément lieu et cette rela- 
tion entraîne (11,1) (cf. § 6, LID). 


§ 12. Condition d'existence d'une demi-intégrale asympto- 
tique (relative à. o et 2) qui est prolongeable jusqu’à t= + oo. 


Définition. Soient deux ensembles ouverts w et Q, tels que 
vCJ. 
Nous dirons que la front abs(w) (cf. § 2, I) touche a la 
front abs (Q) exclusivement sur le plan 
t b (ou b est fini ou bien b = + co) 


lorsque pour toute suite de points 


[U 


P UNS Prs PY) 
telle que 

P, ew, P, — front abs (2) (ef. 2,1) 
on a 


t,—> b. 


Théorème 3. Admettons lHypothèse H relativement au 
système (3,1) et supposons que la front abs(@) touche la 
front abs (2) exclusivement sur le plan £ b (ou b est fini ou 
bien b = + co). Supposons que 


Sortie (w, 22) = Sortie stricte (0, 2) =D. 
ZCo+S, 
ZS est un rétracte de S, 
ZS n'est pas retracte de Z. 


Ceci étant admis il existe un point 


P, = (toy 9s +05 po), 
tel que 
Poe Z—S (c.-à-d. Pye Zu) 
et que 


(12,1) Demi, I(Po) C w. 
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Cette demi-intégrale est asymptotique relativement 4 w 
et Q (cf. $ 10) et Pon a 


(12,2) I(t, Po)e@ lorsque t, <t<b. 

Démonstration. Nous avons désigné par 4(P)=(a(P), B(P)) 
l'intervalle saturé de I(t, P) (cf. 1,7 et 1,8). En vertu de (12,1) 
et de la définition de 

Demi) 1(Po) on a 
L(t, Po)ew lorsque tę <t<B(P,). 

Afin détablir (12,2) il suffit de prouver que B(P,) =b. Soit 
(12,3) to<t,<P(Po), ty > B(P). 

On aura (cf 4,20) I(t,, Py) — front abs(Q) et en vertu de 
la définition précédente il s'ensuira que t,— b ce qui rapproché 
de (12,3) donne h= (P). Notre théorème se trouve ainsi ra- 


mené au Théorème 2 (§ 11). 


$ 13. Une condition d'existence des solutions d’un pro- 
blème aux limites. 


Définition. Supposons que les ensembles w et Q soient 
ouverts et que w C ©. Nous dirons que la front abs (w) ne touche 
pas à la front abs (Q) lorsqu'il n’existe aucune suite de points P,, 
telle que Pyew, P„ front abs (Q) (cf. 2,1). 


Théorème 4. Admettons l’Hypothèse H relativement au 
système (3,1) et supposons que la front abs(w) ne touche pas 
a la front abs (Q) (cf. la définition précédente). Supposons que 

Sortie (o, Q) = Sortie stricte (0, Q)—S$S, 
et que pour les ensembles Z et T on ait les relations: 
TCS 2Ca+S8—T7, 
Z{(S — T) est un rétracte de S — T, 
Z(S—T) n’est pas un rćtructe de Z. 

Ceci étant admis il existe deux points PoeZw et Q,eT 
qui peuvent etre reliés par un arc [Py, Qo] d’une integrale du 
système (3,1) lequel are est situé dans w a exception du 
point Qo. Cet are constitue la solution du problème au limites 
du § 10 (page 302, IV). 
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Démonstration. Posons 
S,;—S—T. 


Nous vérifions facilement que les prémisses du Théorème 1 
(§ 9) sont remplies. 


Or pour tout Pew le conseq(P;w, Q) existe, car la 
front abs (w) ne touche pas a la front abs Q. Posons, en effet, 
P = (ts Pf,- p?) et choisissons la suite t, de façon que 
to<ty< B(P), t,—>t, (cf. 4,7 et 4,8). On aura (cf. 4,20) 


I(t,, P) — front abs (£2), 


done pour un certain indice v- x on aura, en vertu de la dé- 
finition du présent paragraphe, 


I (tu, P)eQ—wo. 


L'arc I({ty, ta], P) coupera done la front (w, 22) (ef. § 2, LV) 
et, par conséquent, le conseq (P; w, Q) existe. La relation (9,9) 
n’est donc possible. On aura donc (cf. 9,8) 


conseq (Po; w, 2)eS — S= T. 


Le point Po (cf. 9,6) et le point Qo= conseq (Po; ©, 2) remplis- 
sent évidemment la thèse de notre théorème. 


Exemple. Considérons le système 
dx dy 
(13,1) di = f(x, Y, t), di = g (£, Y, t) 


et supposons que par tout point de l’espace à trois dimen- 
sions Q il passe une intégrale unique de ce système. Considé- 
rons le cube w 

læ| <1, |y|<1, ft] <1 


et désignons par Fis Fa, Fa, Fa F5, Fa ses faces situtes respecti- , 
vement sur les plans 


t= =1, 4—1, um l, y=- yes, tml 
La front abs (w) ne touche évidemment pas à la front abs (Q). 


l 
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Supposons que l’on ait 
æf(x, y,t) <0 sur F, et Fs, 
yg(x,y,t)>0 sur F, et Fs. 
On veritie facilement que 
S = Sortie (w, 2) = Sortie stricte (w, (2) = 
= ge tnt Liye ei Es 


Supposons que |xy]<1, |yo|<1, |to|<1 et considérons 
deux segments Z et T définis par les relations 


(13,2) L= xo, |Y| <1, t= t (segment Z), 
(13,3) læ| <1, y— Yo, t=1 (segment T). 


On vérifie facilement que les ensembles a, ©, Z et T 
remplissent les prémisses du Théoreme 4 relativement au 
système (13,1). Il existe done deux points Po eZ, Q,eT qui 
peuvent être relies par un arc d’une intégrale du système (13,1) 
lequel are est contenu à l’intérieur du cube w a l’exception de 
Vextrémité Q, qui est située sur la frontière de w. 

Le probleme aux limites formule dans le $ 10, IV admet 
donc une réponse affirmative pour chaque couple des ség- 
ments Z et T qui appartiennes respectivement aux familles 
de segments définies par (13,2) et (13,3). 


§ 14. Pente d'une fonction relative à un système d’équa- 
tions différenticlles. 

Les théorèmes précédents sont valables sous lhypothese 
permanente que tout point de sortie soit un point de sortie 
strict, C.-à-d. que 
(14,1) Sortie (w, 2) = Sortie stricte (w, Q). 


Or dans la plupart des applications de ces théorèmes l’en- 
semble w est limité par un nombre fini d’hypersurfaces dont 
l'hyperplan tangent dépend d’une facon continue de la posi- 
tion du point de contact. Ces hypersurfaces sont définies par 
des équations de la forme g(t, 2,,...,2,) = 0. 

I] est important d’indiquer certaines propriétés analytiques 
de ces fonctions g, propriétés desquelles résulte l'égalité (14,1). 
Nous nous adrcssons a l’examen de ce sujet. 

20* 
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I. Définition. Supposons que les deuxièmes membres 
du système (3,1) soient continues dans un ensemble ouvert Q, 
sans supposer forcément l’unicité des intégrales issues d’un point 
quelconque. Soit 


(14,2) g(t, Bay +22; Ln) 


une fonction de classe C! (c.-a-d. possédant des dćrivees pre- 
mières continues) dans l’ensemble Q. Soit 


(14,3) ER CAE seata) ae 
et soit 
(14,4) x, =: x(t) (î=1,...,%) 
une intégrale du système (3,1) issue de Py, c.-à-d., telle que 
(14,5) rP =T) (o> In) 
Posous 
(14,6) pity JR" ge)? 


La dérivée 
(14,7) p (ty) 
sera (lite pente de la fonction g(t,x,,...,Cn) au point Po relative 
au systeme (3,1). 
En vertu de (3,1) on aura 
pente de g au point Py = p' (to) = ge Po) + 


(14,8) + Sul Po) fAPo). *) 


LI. Æemarque. Supposons que 


Si Ja pente (14,8) est positive il existe évidemment un 
nombre 0>0, tel que 
g(L(t, Py) <0 lorsque hp —d <t<ty, 


(14,10) 
g(1(t, Pa) > 0 lorsque tĘ<t<ty-+-0. 


z — —_—_ == - — 


16) Car L(to Po) = Po: 
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Si cette pente négative il existe un 6>0, tel que 


g(I(t, Po) >0 lorsque tj -—d<t<t, 


(14,11) 
| | g(I(t, Po) <0 lorsque ty <t <t,+6. 


$ 15. Cas de l’ensemble polyfacial régulier relativement au 
système (3,1). 


I. Définition. Supposons que les fonctions 
(15,1) L(t, Wyy..., Ta), MP(t, dy ..., Cn), (a=1,...,p; B =1,...,q) 


soient de classe C? (c.-à-d. possèdent les dérivées premières conti- 
nues) dans un ensemble ouvert 2. Désignons par w l’ensemble 
des points vérifiant le systeme des relations 


(15,2) dye (GL PZU. el) —0, (usel,.... 9; 0 =1,...,q). 


Soient L” et M? (y= 1,...,p; 0 = 1,...,q) les ensembles des 
points P vérifiant respectivement les relations 


Pe (2, W(P) B=. 0, 


(15,3) | (P) <0, (a=1,...,p); mÊ(P) <0, (B- 1,...,9) 
| (ensemble L’). 


Pel, mi(P)=0, 
(la), (FPP) — Ufa ae lp); ee PEU EP ZE 1-19) 
| (ensemble M3). 


Supposons que pour I Ly <p la fonction l’(P) ait la pente 17) 
positive en chaque point de L” et que pour 1<ô <q la fonction 
m(P) ait la pente négative en chaque point de Mè. 

Si ces hypothèses sont remplies l’ensemble o, défini par 
les relations (15,2), sera dit ensemble polyfacial régulier relati- 
vement au systeme (3,1) possédant comme faces positives les 
ensembles L” et comme faces négatives les ensembles M. 

Cette notion est évidemment relative aux fonctions l“(P) 
et m(P), au système (3,1) et a l’ensemble ©. L'unicitć des 
intégrales du systeme (3,1) est sans importance pour cette 
définition. 


17) relative au système (3,1). 
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II. Remarque. L'ensemble polyfacial régulier (au sens 
de la définition précédente) est ouvert, car il est défini par 
les inégalité strictes (15,2) concernant les fonctions continues l” 
et mó” envisagées dans l’ensemble ouvert 2. 


III. Théorème 6. Supposons que l’ensemble w soit poly- 
facial régulier aux faces positives L? et négatives M* (cf. la 
définition précédente). Admettons l’Hypothèse H relativement 
au système (3,1) et posons 


(15,5) S = Sortie (w, Q). 
Ceci étant admis nous affirmons que légalité 
(15,6) S = Sortie (w, 2) = Sortie stricte (w, ©) 


(intervenant comme prémisse dans les Thćoremes 1, 2, 3 et 4) 
a lieu. On a en plus 


S=FL—Y M». 


(15,7) 
yi dni 


On pourra done appliquer les Théoremes 1, 2, 3 et 4 lorsque 
leurs autres prémisses (concernant les ensembles Z, S, ou T) 
sont vérifiées. 


Démonstration. 1e étape. Nous affirmons que 
(15,8) front (w, 2) C Y L+ Y MB. 
Soit en effet Pęefront(w, 2). On aura (cf. 15,2) 
(15,9) Pie, l*(Po) <O, mé)Po) SO (a=1,...,p; B=1,...,q). 
Mais il ne peut pas arriver que toutes ces inégalités soient 
strictes: 14(Py) <0, mf(Po)<0 car P, serait un point intérieur 
de w (cf. 15,2). Parmi les inégalités larges (15,9) il y a au moins 
une égalité 2(P.,)=0 ou m°(Po)=0. On a done P,eL? ou 


bien Poe M? (cf. 15,3 et 15,4) et la relation (15,8) est ainsi 
établie. 


2-ème étape. Nous affirmons que 


(15,10) (27 M?) Sortie (w,Q) —0. 
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Soit en effet P,= (t, p?,...,p°) un point quelconque de HP. 
Or la fonction mf(P) ayant au point P, la pente négative on’ 
aura (cf. 14,11) pour un 0>0 assez petit 


m®(I(t, P,))> 0 lorsque t,—d<t<t,. 


En vertu de la definition (15,2) de œ le point I(t, Py) 
n’appartient pas à w lorsque 4, —0<t<t,. Le point I(t), Po) = Po 
n'appartient donc pas a la sortie (w, Q) (cf. § 7, III). 


deme étape. En vertu de (7,4), (15,8) et (15,10) on a 
sortie stricte (w, 2) C Sortie (w, 2) C front (w, Q) — Z MP, 
front (w, 2) — X MEC SL? + SE MP— ZE Me = SL*— 2 MP, 


et, par suite, 
(15,11) Sortie stricte (w, 2) C Sortie (w, Q) C £ LE — 2 MP. 
4ème étape. Nous affirmons que 


(15,12) > L*— 2 MEC Sortie stricte (w, Q). 


Soit en effet 
(15,13) Po = (4, pa, .... po) e 2 L— SMP. 

Qu aura pour tous les indices a et 8 (cf. 15,3) 

(15,14) | Pye Q, MP) <0, me(P,) <0 
et comme Po n'appartient pas a 2 MŚ on aura (cf. 15,4) 
(15,15) Mezzi Lie. , 9). 

Le point Po appartient aux certaines faces Le (o= a,,...,a,) 
et n’appartient pas aux autres L° (0--ay,...,a,_,). On aura 
done (ef. 15,14 et 15,3) 

(15,16) le(P5) =O (0 = ay..., ar), 


(15,17) PIO (a= aj, ..., apr). 
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Or les faces Le étant positives on aura pour un d> 0 assez 
‘petit (cf. 14,10) 


(15,18) le(I (t, Po))<U lorsque 1, ô <t< tos 
(15,19) le(I(t, Py)) > 0 lorsque t,<t <t,+ 6. 


La derniere inégalité donne en vertu de la définition de w 
(cf. 15,2) 


(15,20) (torto + 6], Po) E — o — front (a, 2) — w*. 


Comme I(t), Po)= Po, il résulte de (15,15) et (15,17) que, 
pour les 0>0 assez petits, on aura 


m3(I(t, Po) <0, 1%(L(t, Po)) <0 


lorsque ted <t<t,. De ces inégalités et de (15,18) il résulte 
en vertu de la définion (15,2) de © que 


L([to — 0 to); Po] w. 


Cette relation et la relation (15,20) conduisent a la conclu- 
sion que Pge Sortie stricte(w,2). Cette conclusion étant une 
conséquence de la relation (15,13), la relation (15,12) se trouve 
établic. 

En rapprochant les relations (15,11) et (15,12) on conclut 
à la vérité des relations (15,6) et (15,7). 

$ 16. Extension des résultats précédents aux demi-inté- 
grales gauches. 

Appliquons au système (3,1) le changement de variables 
(16,1) L= By, (0 = ER DE CLIC. 

Les points P et les ensembles o et Q seront transformés 
en P, & et ©. 

Si Q= conseq(P;w, 2) alors Q sera l'antécédent” de P, 
relativemént à ©, Ó ct au système transformé c.-à-d. 

Q = anteced (P; a, O). 

Les points de sortie et de sortie striete: se transformeront 
en points d’entrée et d'entrée stricte. Ces points formeront 
les classes 

Entrée (w, O), Entrée stricte (o, (2). 
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La demi-intćgrale droite Demi: I(t, P) passera en la demi- 
intégrale gauche Demi I(t, P). Nous obtenons ainsi le 


Théorème 6. Aux Théorèmes 1—5 correspondent des 
theoremes analogues qui se rapportent aux demi-integrales 
gauches. La notion de l’antécédent d'un point et celle du point 
d’entrée ou d’entrée stricte remplacent les notions analogues 
relatives aux demi-integrales droites. Cette extension s’obtient 
au moyen de la transformation (16,1). 


$ 17. Extension au cas des variables complexes. 

Théorème 4. Les théorèmes 1—6 peuvent être étendus 
au cas du système (3,1) dans lequel la variable t est réelle et 
les variables z, et les fonctions f! sont complexes. 

En effet, en décomposant les variables x; et les fonctions ft 
en leurs parties réelles et imaginaires on passe sur le terrain 
des variables reelles. 


$ 18. Cas où l’on n’admet pas l’unicité des intégrales du système (3,1). 
Remarque. Conservons la continuité des fonctions fi dans le système (3.1) 
en renonçant de l’hypothèse sur Punicité de ses intégrales. Supposons 
que w soit un ensemble polyfacial régulier aux faces positives La et nóga- 
tives M8. Or on peut approcher uniformément dans © la fonction fi par 
une suite de fonctions ru de classe C® (d'après M. Bielecki)18) ou même 
par une suite des polynomes (d’après M. H. Whitney)19). On peut s'arranger 
de façon que les faces La soient positives et les faces Me négatives par 
rapport à chaque systeme auxiliaire 
dry - fl (te: | mes 42 Ç 
T p (b tis.) (=1,..., n) (systeme i IE 
Pour étendre au système (3,1) par exemple le Théorème 2 il suffit de 
supposer accessoirement que l’ensemble Z soit borné et fermé. Le système S, 
possède alors une Demi(+) L,(P,, t) asymptotique relativement à w et Q avec 
P,eZ. Dans cette suite de demi-intégrales on peut choisir une suite par- 
tielle tendant presqu’uniformément vers une Demi+ /(P;, t) du système (3,1) 
[avec Pye Zw). Ce sera une demi-integrale asymptotique relativement 
à ©, Q et au aystéme (3,1). 


18) Annales de la Soc. Pol. de Math. T. X. p. 33. 
18) Analytic extensions of differentiable funetions defined in closed 
sets. Transactions of the Amer. Math. Soc. T. 36 (1), 1934, p. 76. 


SUR LA TOPOLOGIE DES ESPACES FONCTIONNELS 


Par CASIMIR KURATOWSKI (Warszawa) !) 


Désignons, comme d’habitude, par YF l’ensemble des 
fonctions continues y= f(x) définies sur l’espace © tout entier 
et dont les valeurs appartiennent à l’espace Y. Dans de 
nombreux problèmes de Topologie et d’Analyse (Fonctions 
analytiques, Equations différentielles) on définit — d’une 
facon conforme au problème envisagé — la notion de limite 
dans l’ensemble YF, en lui conférant ainsi le caractère d’un 
espace topologique. En particulier, si les espaces & et Y 
sont métriques, dont le premier est compact, on „metrise” 
Pensemble YF en définissant la distance des fonctions f et g 
appartenant à YT par la formule 


(1) |f —g|= sup |f(æ) — g(@)|, 


c. ad. que la distance des fonctions f et g est la borne supé- 
rieure des distances de f(x) a g(x), x parcourant l’espace Æ. 

Des que la distance est définie dans l’espace YF, la no- 
tion de limite s’en déduit directement: 

l'égalité lim f, = f veut dire que lim|/,—f| = 0, 
n=c0 n=co 

donc — en vertu de (1) — que la suite fa converge uniformément 
vers f (dans le sens habituel du mot). 

Cette méthode Wintroduire une topologie dans l'espace YF 
cesse d’être applicable lorsque espace X est non compact 
(ou l’espace Y non borné); dans ce cas la formule (1) peut 
conduire a une distance infinie. 


1) Communication présentée au Congrès des Mathématiciens Polonais 
a Cracovie le 29. V. 1947. 
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Le probleme s’impose de definir la notion de limite dans 
l’espace YF où X et Y sont des espaces métriques arbitraires 
ou — plus généralement — des espaces £* (espaces pourvues 
de la notion de limite). Nous allons montrer que ce problème 
se laisse resoudre en entendant par convergence d’une suite 
de fonctions fi, fo,... vers f (dans l’espace YF) la convergence 
continue de cette suite, qui signifie que l’égalité 


(2) lim 2, = x 
entraine 
(3) lim a (E = f(x) *). 


Plus précisément: avec la notion de limite ainsi concue, 
nous allons établir les théorèmes suivants (les espaces Æ, Y.... 
étant supposés £*): 


Th. 1. L'espace Y= est un espace L*. 


Th. 2. En posant o(f,x)=f(x), Voperation o est continue 
sur le produit cartesien YE x Æ. 


Th. 3. En posant g(x, t) = f(x), la continuité de la fonction g 
(sur l’espace X XG) équivaut à la continuité de la fonction f 
(qui fait correspondre à tout teG une transformation jf, de Æ en 
sous-ensemble de Y) 3). 


Th. 4—6. YT jouit de trois propriétés suivantes, analogues 
aux propriétés de la puissance en Algebre: 


1. Y* x ZE —(Y x Z), 


op 


5. si € — À + B où A et B sont fermés et disjoints, on a 


Y* x Y” th y=, 
top 


2) La notion de convergence continue remonte a H. Hahn. Voir 
Theorie der reellen Funktionen, Berlin 1921, p. 238. 

3) Le problème de l'équivalence de la continuité de g et de celle de f 
pour les espaces non compacts a été considéré par M. Fox, Bull. Amer. 
Math. Soc. 51 (1945), p. 429—432, 
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6. Y EE = ETS, 
top 


la relation M=N désignant que M et N sont homeomorphes. 
top 
Th. 1. St l’espace X est compact et Y métrique, la con- 
vergence continue dans l’espace YE équivaut à la convergence 
uniforme. 


1. Préliminaires. Rappelons qu’un ensemble (d'éléments 
arbitraires) est dit un espace £* lorsque la limite a = lima, 


n=00 


definie dans cet espace, satisfait aux trois conditions suivantes: 


1° si lima, = x et kKy<k, <a; on a ima, = x, 


n=oo n=oo 


20 si pour tout n, a, - x, on a lima, = x, 


n—0o 
3° si la suite £i, Z2... ne converge pas vers x, elle contient 
une suite partielle Lr, £r... (où ky <ką<...) dont aucune suite 
partielle ne converge vers x). 


Un espace L£* est dit compact lorsque chaque suite a, Lys... 
contient une suite partielle convergente. 

Z et Y étant deux espaces L*, leur produit cartésien £ x Y, 
c. à d. l'ensemble des couples (x,y) où red et ye Y, est un 
espace £*, en convenant que la suite de points z, (a, Yn) 
converge vers z= (x,y) lorsque x = lima, et y= limy,. 

D'une façon plus générale, Æ, Æ.. étant une suite (finie 
ou infinie) Wespaces £*, on confère à l’espace Æi x Æ, x... 
le caractère d’un espace £* en convenant que la suite variable 
2n=[21,23,...] où zte£, converge vers la suite z=[z!,2*,...] 


"n? "n 


lorsqu'on a a z, = 2! pour chaque t. 
n=: 


2. Démonstration du th 1, Il s’agit de prouver que 
l'espace YF satisfait aux conditions 1%—39, 


i ca —r——— a n = 
— = — — 


4) Pour cette definition (et les suivantes), voir par exemple ma To. 
pologie I, $ 14, Monogr. Matemat. 3, Warszawa-Lwow 1933. Les espaces 
satisfaisant aux deux premiéres conditions ont été introduits par M. Fre- 
chet sous le nom d'espaces £ (Rend. di Palermo 22, 1906). 
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ad 1°) Soient lim f, =f et k,<k,<... Il s’agit de démontrer 
n=oo 


que limf,, =/. Autrement dit: que la condition (2) entraine 
(4) lim fx, (Ca) = f(x). 
n—oo 


Dans ce but envisageons la suite {z,,} définie par la con- 
dition: Zm = Un pour kn- <m <k (où ky =0). Il vient: 
lim 2m = limr, =x 5). Lóegalitć limf„=f implique donc 
(d’après la définition de convergence continue) que 
lim fn(żm) — f(x), d'où lim f, (24,) = f(a), 

n n=co 


—OQ 


1 4 9 U « à ve i ` 1 ‘ 4 U 1 1 0 ; à 
puisque l’espace © satisfait a la condition 19. Comme żę, ~ Zn. 
la derniere egalitć implique (4). 


ad 2°) Soit f, =f pour n=1,2,... Ll s’agit de prouver que 
l’égalité (2) entraîne lim f(x,) = f(x). Or ceci est une consé- 
quence directe de la continuité de la fonction f. 


ad 3°) Soit fy, fe... une suite (éléments de YF qui ne 
converge pas vers f. Il existe par conséquent une suite de 
points di, Zog... qui Satisfait à la condition (2) mais non a (3), 
c.ad. que la suite f(x), f2(£2),... ne converge pas vers f(x). 
D’après la condition 3° (appliquée a l’espace Y) cela implique 
Pexistence d'une suite d’entiers k, < ką <... telle qwaucune 
suite partielle de la suite ff, (14,)) ne converge vers f(x). Nous 
en déduirons que la suite ff, ) ne contient aucune suite par- 
tielle qui converge vers f (ce qui achevera la démonstration). 

Or supposons par impossible que wy <Mą<... et que 
lim fa = J. D'après (2): lim Lam =T. Done d'apres la defi- 


nition de convergence continue: lim fe (x, ) f(x). Mais cela 
n n 

contredit la définition de la suite {kn} puisque la suite am (Lkm )} 

est une suite partielle de la suite (fa (Xk,,) $+ 


3. Démonstration des th. 2 et 3. D'après la définition 
du produit cartésien, la continuité de la fonction g veut 
5) On démontre en effet facilement qu'étant donnée dans un espace L * 


une suite {an} telle que lima,—a, toute suite qui s'en obtient en répétant 
ses termes un nombre fini de fois converge vers a. 
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dire que les conditions lim f,=f et limæ,—x entrainent 
lim p(fn, Zn) = P(f, £), c.ad. lim f,(æ,) = f (x£). Cette implication 
résulte directement de la definition de convergence continue. 

Passons a la démonstration du th. 3. Il s’agit d’établir 
l’équivalence 


(ge y=) = [fe(Y*)*). 


Admettons d’abord que ge Y/2?**%. Pour t fixe, la fonction g 
étant une fonction continue de la variable z, on a fre YT. 
En outre les conditions (2) et 
(5) limt, =t 
entraînent lim g(zn,t„)=g(z,t), c. ad. lim f, (æ,)= f(x). Cela 
prouve que la convergence de la suite de fonctions {f,} vers 
fa est continue. Done 
(6) lim fe, = ft» 


Nous venons de dćmontrer ainsi que la condition (5) im- 
plique (6). Mais cela veut dire que la fonction f est continue; 
en symbole: f«(Y)®. 

Admettons en second lieu que fe(/3)€. L'égalité (5) impli- 
que donc (6) et celle-ci rapprochée de (2) donne lim fi (£n) = f(x) 
(en vertu de la convergence continue de la suite {f,,} vers f.). 
Cette dernière égalité équivaut à lim g(1,, ta) 9(£,t). Celle-ci 
est donc une conséquence des égalités (2) et (5); la fonction y 
est donc continue; en symbole: ge JEZ. 


4. Démonstration des th. 4—6. ad +) Faisons correspon- 
dre à chaque couple de fonctions fe YF, ge ZF, la fonction A 
(„a valeurs complexes’) definie par la condition 


(7) h(x) = [f(a), g(z) |. 


On constate aussitôt que la fonction h, ainsi définie, est 
continue, c.ad. que he(Yx Z)*, et que, inversement, 
a chaque he(Y x Z)* correspond un couple feyF, ge ZE 
vérifiant légalité (7). 

En d’autres termes: en posant h--g(f,g), la fonction o 
transforme l’espace YF x ZF en l’espace (Y xZ)* tout entier. 
Il s’agit de prouver que cette fonction est bicontinue. 
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Admettons que 


(8) lim fa = f et limg, =g. 


Il s’agit de montrer qu’en posant h,(z)=l[fn(w), gn(t)], 
on a 
(9) lim h,=h. 


n—oo 
Or la condition (2) entraine 


(10) lim In(Cn) T f(x) et lim Yn(Cu) 3 g(x), 


c. à d. limh,(æ,) = h(x). D'où l'égalité (9). 
La continuité de la fonction g se trouve ainsi établie. 
Pour démontrer que la fonction g est bicontinue, admettons 
l'égalité (9). Rapprochée de (2), elle implique que lim h,(@,) = h(æx), 
d’où les égalités (10). Il en résulte que les formules (8) sont 
vérifiées, c. qg. f. d. 


Remarque. En modifiant légèrement la démonstration, 
on généralise le th. 4 au cas de produit cartésien fini ou dé- 
nombrable: 


LS YEAS ETES SRE AN 
op 


ad 5) Faisons correspondre à chaque couple feY4, ge YB, 
la fonction h telle que 
10 | f(x) pour red 
| g(x) pour ceB. 

Les ensembles A et B étant fermés et disjoints, on con- 
state aussitôt que la fonction k est continue: he Y4+8, En 
posant h= g(f,g), on prouve facilement que la fonction o trans- 
forme Pespace Y4xY* en Pespace YAE tout entier. Il 
s’agit de prouver que cette fonction est bicontinue. 

Admettons les formules (8) et (2) pour un point zeA. 
Les ensembles A et B étant disjoints et fermés, tous les points c 
avec n suffisamment grand appartiennent a A. On a done 
l'égalité (3), d’où lim h,(x,)=h(x). On parvient a la meme 
conclusion en supposant que czek. Les formules (8) impli- . 
quent done (9). Cela prouve la continuité de la fonction ¢. 
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Inversement, en admettant la formule (9), on déduit de 
Pégalité (2), rapprochée de la condition xeA, la formule (3). 
Done la premiere égalité (8) est vérifiée. Par raison de symetrie, 
il en est de même de la deuxième. 

La fonction g est donc bicontinue. 


ad 6) Faisons correspondre à chaque fonction fe(Y%)® 
la fonction g définie par Videntité du th. 3. Posons g= 9(f). 
D'après le th. 3 la fonction g transforme l’espace (YTE en 
l’espace Ÿ**® tout entier. 


‘ Afin d'établir la continuité de la fonction g, posons 


(11) lim f =} où f'e( VE). 


Posons g,(2, t) = f(x), done g,=9(f"). 11 s'agit de mon- 
trer que 


(12) lim 4; = 9, 


n=oQ 
c. à d. que les conditions (2) et (5) entrainent 


(13) lim g(:En, tn) = g(x, t). 

Or les conditions (11) et (5) donnent lim fr =fr, d’où en 
vertu de (2): je = 
(14) lim fi (2n) = f() 

n=co 

et cette derniere égalité équivaut A (13). 

Inversement, en admettant (12), on déduit (13), done (14), 
des conditions (2) et (5). Il en résulte que lim in, — fr. Cette 

n= oo 


derniere égalité ćtant vćrifiće dés que la condition (5) est 
remplie, on en conclut que limf” =f. La fonction Q est done 
bicontinue. 


6. Démonstration du th. 7. 1° La convergence uniforme 
entraine la convergence continue (l’espace Æ étant compact 
ou non). 

Admettons, par impossible, que la suite {fn} soit uniformé- 
ment convergente, que l’égalité (2) soit vérifiée tandis que 
légalité (3) ne le soit pas. 
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La suite {f (%,)} contient alors une suite partielle {fx,(z,)} 
dont aucune suite partielle ne converge vers f(x). D’autre 
part, la suite {f,} étant uniformément convergente, il en est 
de même de la suite partielle {f+ }. Il existe par conséquent 
une suite d’entiers m, < M<... telle que l’on a pour tout x'e Æ: 


io Wie blind) |< - , 


d’où en particulier 


TEE 0) EE 


mn 
La fonction f étant continue par hypothèse, l’égalité (2) 
donne 
lim f(x) = f(x), d’où lim I (Lin) "AM, 


m—oo n—co 
done 
lim Lam, ( Lim) ll, 
AA 


contrairement à la définition de la suite {k,}. 


20 Si l’espace Æ est compact, la convergence continue entraîne 
la convergence uniforme. 

Admettons que la suite {f,} ne soit pas uniformément 
convergente vers la fonction f. Il existe par consćquent un 
e> 0, une suite de points {x,} et une suite d’entiers croissants 
{k,} tels que 


(15) [fan (Cn) — f(tn)| > e quel que soit n. 


L'espace Æ étant compact, il est légitime d’admettre 
que la suite {x,} soit convergente, done que légalité (2) soit 
vérifiée. La suite {f,} étant supposée convergente de façon 
continue vers f, on a limfn=f, d’où limf, =f (d’après le 
th. 1). L’égalité (2) implique donc que 


(16) lim fa (n) = /(2) 
et que limf(z,)=f(x) (la fonction f étant continue). Cette 


derniere égalité est incompatible avec les formules (15) et (16). 
On parvient ainsi a la contradiction prevue. 
Rocenik Pol. Tow. Matem. T. XX. 21 
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6. Généralisation du th. 7. Soient Æ un espace L*, 
Y un espace métrique et f, fne YF. Pour que la suite {fn} soit 
convergente de façon continue vers f, il faut et al suffit qu'elle 
converge uniformément sur tout sous-ensemble compact de &. 

En effet, en supposant que la suite {f,} converge de façon 
continue vers f sur Æ, la suite des fonctions partielles f,|A °) 
converge de façon continue vers f|A, quel que soit l’ensemble A. 
Par conséquent, si A est compact, la convergence de la suite 
{fn\A} est uniforme d’après 5,2°. 

Inversement, admettons que la suite {f,|A} converge uni- 
formément vers f|A quel que soit l’ensemble A compact. Admet- 
tons en outre que l’égalité (2) soit vérifiée. Il s’agit de prouver 
que légalité (3) Pest également. 

Désignons par À l’ensemble composé du point æ et de 
tous les points £n, n=1,2,... Cet ensemble étant compact ?), 
la suite {f,|A} converge vers |A de façon continue d’après 5,1°. 
L'égalité (2) entraîne done (3). 


Remarque. Soit Æ un sous-ensemble ouvert du plan et 
soit Y le plan (complexe). Dans la Théorie des fonctions ana- 
lytiques, on métrise d’habitude l’espace YF de façon que la 
convergence dans cet espace signifie la convergence uniforme 
sur tout ensemble compact. 

Comme nous venons de démontrer, ce genre de conver- 
gence équivaut à la convergence continue 8). 


s) Nous désignons par le symbole f|A la fonction partielle qui s’obtient 
de f en restreignant la variabilité de son argument à l'ensemble A. 

7) La compacitć de l’ensemble A résulte facilement de l’énoncé suivant, 
valable dans tout espace £* (et qui généralise la condition 1,19): si 
lim xn=% et si aucun terme de la suite {kn} n'est répété une infinité de 
fois, on a lim Th T- 


8) Cf. Carathéodory, Math. Ann. 101 (1929), p. 515. 


LES ESPACES CONJUGUES, 
LEURS TRANSFORMATIONS INFINITESIMALES ET 
INTEGRATION PAR CONDITIONS A LA LIMITE 


Par CONSTANTIN POPOVICI (Bucarest) 


1. Nous appelons espaces conjugués deux séries de va- 
riétés a k dimensions appartenant à un espace a n dimensions, 
telles que les coordonnćes des deux sćries des sections de ces 
deux variétés satisfont aux équations 


2 m dx 
on; a Cdi; Li ) , 
ni xs di ; zone di ne 9 . 9 
(1 OU; Ov) wF Ajh Du; [jh Ov; , 4 — M»; ...g n; I, h = là; eee k. 
: | ‘h 


Nous appelons transformations infinitésimales conjugućes 
deux congruences de courbes définies par les équations tangen- 
tielles 

dx; dz, 
A;(V3.--3 Tn) | An (Ly) +++ s Ln) 
(2) 
OX; w ÔT n 
un) Oal. x.) 


telles que les opérateurs 
dz 
Wi 


A 
ow 


ZN) = a = et B(z) =b, 


donnent 
A b e i 

(3) ss din ic CER Day 
b(a;) = ya, + eb; 
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Nous nous sommes occupé!) de ces espaces dans le cas k = 1. 
Les équations (1) expriment pour n = 3 que les courbes u = cte 
et v= cte sont des courbes conjuguées sur toute surface dont 
les coordonnées 2, Tą, 73 satisfont a l’équation de LAPLACE 
(4) "u ame las Fee 

duv ðu ` dv 

Nous avons démontré que les élements tangentiels qui 
définissent les deux congruences de courbes (2) donnent, pour 
ces deux congruences, une famille de surfaces intégrales com- 
munes sur lesquelles les intersections avec les courbes (2) sont 
des courbes conjuguées, si (3) est satisfait. 


Intégration par conditions à la limite 


2. On peut se demander quelles sont les conditions à la 
limite, qui donnent une seule et unique surface dont les coor- 
données 2, La Ta satisfont a l'équation (4). Nous verrons que 
ce problème offre une application, cette fois pour la géomé- 
trie, qui nous fera voir, qu’il existe une infinité de solutions 
des équations intégrales 


(5) S(x) + | Z(a, y) S (y)dy = Q(2) 


ainsi que des systèmes de pareilles équations. Elles admettent 
une infinité de solutions dont Vensemble a la puissance de 
celui des fonctions arbitraires, même si le noyau Z{(x,y) est 
continu et admet des dérivées de tout ordre voulu (ou 
les noyaux sont continus etc.). Ce sont des cas ou le noyau 
n’est pas représenté dans tout le champ d’intégration par 
une même expression analytique. Ces noyaux nous les avons 
nommé raccomodes *). 


1) Sur les surfaces intégrales communes des équations différentielles. 
These Paris 1908. 

2) Sur les formes que doit avoir un vase qui plongé dans l’eau, la partie 
immergée soit une fonction donnée z,(x) de la hauteur totale x du vase. 
Annales de la Soc. Polon. de Math. t. XVII, 1938, p. 67—90. 
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Autogroupes des transformations continues 


3. Le plus simple et le plus intéressant exemple des espa- 
ces conjugućs c'est celui oli a et e sont nuls dans (3). Ce cas est 
en étroite liaison avec la question que nous avons appelé des 
autogroupes. Voila de quoi il s'agit: Etant donné un systeme de 
n fonctions 6, de n+1 variables x,,..., tnt, trouver s’il existent 
n autres fonctions a,(&,...,&,) telles que les È forment un groupe 
par rapport a la transformation 


0 © 
(6) A(6) = mz + È. 


Cela revient a la recherche des fonctions a, telles que, 
quelle que soit la fonction $©(a,,...,a„), on ait 


3 ID of 
(4) Gi + = À = P [év Un). 
On, Ət 
Si ces fonctions a, existent, nous dirons que nous sommes 
en possession d'un autogroupe de transformations continues. 
Pour nous en renseigner, formons les expressions b, qui 


résultent des équations linéaires 


(8) B(6,) = bi am, a T3 SE 


D (Ey eee) Sn) 


(9) A(Ë, 2) = 


On aura 


A (a, Li) 
4 (a, t) 


(10) b, = 

car les a sont fonctions des $ 

ainsi 

(8') B(a;) = 0. 
Formons les parantheses de POISSON 


ə 
A[B(2)] — B[A(2)] = [A (b) — Bla) > 
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Pour ż =ay, on aura, vu (8’) et (7) 
Ody, 
dI; 


0 =| A(b,) — B(a,)] 


et supposant A(a,t)+0, on aura, puisque B(a:) - 0, récipro- 
quement 


(11) A(b) = 0. 

Les équations (8') et (11) nous les appellons aux intégrales 
réciproques. Notons l’itération 
A(b,æ;) A4°(a,x,) 


A(b, t) *(a, t) | 


(10°) 


On aura 
A (a, xı) _ Ala, x) 
A (a, t) Ala, t) 
et les n a étant fonctions des n données $6/2,,...,%„,t) on aura 
AE, m) _ AlE, ay) 
AS(E, 0) Aero > 
On voit que, si ces n expressions sont des identités, les a, 
existent. Cette vérification est immédiate, car elle ne nécessite 


que des dérivations des fonctions données ¢,. Il en résultent 
des conséquences intéressantes: 1) Si les a forment un groupe 


(12) 


alors les b formeni 


i | | ð ə 
a leur tour un groupe par rapport à la transformation Drau, +: 
c. i 


9 
rr rt a lat 0 bona, >< — 
par rapport a la transforma Sn? TE 


2) Si les È sont algebriques, les a et b le seront aussi. 3) Si les 
(12') sont des identités, alors les équations de la mécanique 


dr, 
(13) dé ~ EPST LT) 
admettent un système d'integrales premières 
, (dr dr, 
EC... > Uni t) = F, z grees z) 


et alors le mouvement s'intègre sans aucune quadrature. b, = c 
sont les trajectoires du mouvement dont les composantes des 
vitesses sont a, = C'E et réciproquement. 
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Il en résulte aussi l’intégrale générale des équations réci- 
proques: 


pA (Gg; Ax) Be DR), (0—1,..., R, 
(14) t =T (air-s An) + © (by..., bn), 
Olai- An) = Oy(D4,...,bn), ] =1,...,R, 
avec 4n +2 fonctions arbitraires a n variables chacune. 


La surface x, = A;, t=T glisse sur la surface x; — B;, t =G 
et réciproquement, suivant la loi exprimée par les intégrales 
communes 0; = Gy. 


Problèmes à la limite des congruences conjuguées 


4. Limitons nous d’abord au cas de trois dimensions. 
Soient 14, To, Ya trois fonctions de u et v satisfaisant à l’équation 


x . dx Ox 


4 PT", 


ces trois fonctions représentent les coordonnées d’une surface 
sur laquelle les courbes u= c¢t® et v= c' sont des courbes 
conjuguées. Nous pouvons nous proposer le problème suivant. 

Déterminer les surfaces dont les coordonnées satisfont à (4) 
et qui passent par deux courbes données dans l’espace £i, Tą, Tą. 

Nous verrons que, Si ces deux courbes données sont au 
moins une des courbes conjugućes u ou v sur les surfaces, il 
n’existe qu’une seule solution (une seule surface). Dans tous 
les autres cas il existe une infinité de surfaces, qui passent 
par la paire de courbes données. 

Cette infinité de solutions présente un caractere spécial. 
Ce sont des surfaces plissantes. Les plis constituent une sorte 
de singularité essentielle pour ces surfaces qui peuvent pourtant 
avoir un plan tangent déterminé en chaque point. 


5. On peut se proposer un problème analogue. Soient deux 
transformations infinitésimales 
z oz Oz , 02 


DI — + — 
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qui représentent deux congruences de courbes définies par 
les éléments tangentiels 


(15’) dx, = a,dz, et da; = b;,ôx,. 


1) Quelle est la condition pour que ces deux congruences de 
courbes admettent une varićtć de surfaces intćgrales communes 
sur lesquelles ces congruences tracent des courbes conjuguées ? 
2) Trouver ensuite quelles sont les surfaces intégrales qui 
passent par deux courbes données. 

Pour répondre a la premiére question remarquons que, 
en tenant compte de (15') et (4) on aura (en désignant les 
dérivées par des accents). 

(16) Grać 5 a, pT A ot dita uy e (a, ni Adi) En, it a; ft Da v 
Ok, = b ud a. + me LOAN SE (biu + ub) hv. 
On en tire 


z — üi» bu 
re at Aaa 


et puisque 
Gi,yP Ai, x, Ck, o ™ (Bix, dat Ape) Cano = B(04) TE,» 
biu = bi xp 2h, = (OL Oat Ue eel ign 
on peut écrire la condition demandée ainsi 


(177) Ue CAE ee a. 


“nv T n,u 


Remarquons que les transformations (15) forment un sy- 
steme complet (c’est-a-dire les deux congruences de caracté- 
ristiques (15’) ont une famille de surfaces intégrales communes). 
Les relations (17’) expriment plus, 4 savoir que (4) est satisfait, 
et donnent 2 et u. 


6. Répondons a la seconde question. Soient z;(u,v) les 
coordonnées de la surface qui satisfont a (4), surface qui admet 
donc les u et v constantes comme courbes conjugućes. On sait 
d’après CAUCHY qu'il n'existe qu’une seule intégrale de (4) 
qui prenne pour u = u, une fonction donnée «(0) et pour v=% 
une fonction donnée Z(u). Donc il n’existe qu’une seule surface 
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qui admette ces deux courbes u = uor, X, = x(V) et V= vos, Li = E(u) 
comme courbes conjuguées. 

D’apres PICARD il n’existe qu’une seule integrale (continue 
ou non) qui pour u= u, et u==v prenne des valeurs données, 
et aussi une seule et unique surface dont les coordonnées pren- 
nent des valeurs données aux points ot les intersections des 
projections des deux courbes données (que la surface doit 
contenir) se coupent sur le plan u,v, méme lorsque aucune de 
ces deux courbes ne passe par u=ce ou v= et. D’après 
GOURSAT aussi. 

Nous avons démontré depuis 1914 et 1915 que dans ce 
dernier cas (qui correspond au probleme que nous posons 
aujourd’hui) Véquation (4) admet une infinité de solutions, 
donc, en ce qui nous regarde aujourd’hui, une infinité de sur- 
faces qui passent par deux courbes données [dont aucune 
n’est caracteristique de (4)]. 


4, Mais ces surfaces, sauf peut-étre une, auront un caractere 
particulier. Elles peuvent étre continues, méme ayant un plan 
tangent determine en chaque point, sans que les fonctions qui 
expriment leurs coordonnées soient nécessairement des fonc- 
tions continues. Elles sont en général des surfaces plissantes, 
dans une région qui joue un rôle analogue à celui des singu- 
larités essentielles. Ainsi soient par exemple À — u -_ 0. On aura 
des équations aux intégrales réciproques 4A(b,)=0, B(a,)=0. 
Prenons le cas =u, y =v, z=z(u, v) done zy, =0, z =X(x) + Y(y). 
Voyons sil n’existe qu’une seule surface passant par deux 
courbes données: z=f(x) pour y=æ et z =yg(x) pour y=Az. 
On devra avoir 


(18) Y(2x)—Y(x) = q(r), q=q—f. 
Y n’admet d’après GOURSAT qu’une solution 
(19) Y(æ) — Nq(4"2) 
n=0 


qui peut ne pas meme exister, si cette série est divergente. Nous 
verrons que (18) admet une infinitć de solutions, que (19) 
soit convergent ou non. PICARD croyait que, plus generalement 


(20) Y(x) — P(x) Y(2x) = q(x) 
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n’admet qu’une seule solution, qui se rćduise à une valeur 
donnée a et quelle sera convergente si 


P(0)=1, I= P(x) P(żx)... P(akz) 


co 
est convergent pour k - + co et si V\'//*g(4*x) converge aussi, 
k=0 


et si g(0)--0. Pourtant il existe une infinité de solutions, 
telles que à) 


ca +00 | 
a A ETES NE SA A Ur 
(19°) Y(x) È g(à z) ed x) + Li La +a 


avec u(x) fonction arbitraire, qui peut etre choisie pour la 
convergence si (19) est divergent. (19%) sera discontinu pour 
x = 0 (mais d’un seul tenant si Pon veut), pourtant elle y pourra 
prendre une valeur donnée asi 4(0) = 0. On prendra par exemple 


ap 


(20) u(2) = 1+ z?P . 


La surface intégrale est plissante pour x— 0, mais peut 
y avoir en chaque point un plan tangent déterminé si q(0)=0. 
Les fonctions qui expriment les coordonnées d’une surface 
peuvent être et même doivent être discontinues si on exige 
que la surface passe par deux courbes qui ne se coupent 
pas (aux points où les ombres de ces deux courbes se coupent 
les discontinuitćs se relèvent); ceci n’empéche pas nécessaire- 
ment que la surface y soit continue et même admette en 
chaque point un plan tangent déterminé. 


8. Pour le cas général, le problème se ramène au suivant. 
Trouver trois intégrales z;(u,v) de (4) qui prennent respective- 
ment pour v= p(u) les valeurs A;(u) et pour v =q(u) les va- 
leurs X;(u). Nous emploierons pour l’intégrale générale de (4) 
la forme de M. LE Roux: 


(21) x (u,v) J tueurs 0 da ps VEICOLO a) da 
0 0 


3) Voir E. Picard, C. R. Ac. Se. Paris 1907, mai 13 „Sur une équation 
fonctionnelle“ et sous même titre C. Popovici C. R. Ac. Se. Paria 1914, 
t. 158, p. 1867-—69. 
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où F et © sont deux fonctions arbitraires de l’intégration, 
a un paramètre arbitraire, o et o deux intégrales particulières 
satisfaisant aux relations 


se + À(u,v) o =0 pour a=u et 
(22) 


do 
pe so EU pour a =v. 


Les conditions 4 la limite seront exprimees par 


p(u) 
v= fr r(u, a) da + IEC s(u,a)da 
(23) SEA 
Xi(u) - fron a)7,(u, a) da + foie ) 8,(u, a) da 
0 


où r(u,a)=o(u,p(u);a), s(u,a)=o(u,p(u);a); ry(u,a) =o(u, q(u); a), 
S;(u,a)=o(u,q(u);a). On aura pour les inconnues F et % 
les séries F=2f,, ©=2g, avec les relations de récurrence 


În(U AKRZE (u HELI 


= - fée (a) F(u, a) da — fe Syna) 8(u, a) da 


(24) z 
g(u) 


+ "dfn_1(a) - volle dQpn_1(a) ć | 
zaj < [EL r,(u,a)da f v "zg 8,(u, a) da 


0 0 
oi R(u)=r(u,u), S(u)=s(u,u); 7(u,a)=r(u,a)—r(u,u), 
8(u,a) - s(u,a)—s(u,u) et pour avoir Ri Sy, 7,4, 


on remplace plus haut p par q. 


En éliminant f,(u) nous obtenons pour chaque n une équa- 
tion fonctionnelle en g,, dont nous avons donné différents moyens 
de résolution“). Il serait intéressant d’étudier dans quelles 


‘) Voir Ann. Soc. Pol. Math. loc. cit. 
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circonstances on a des solutions continues, ou au moins À va- 
riation totale finie. 

En resumé nous avons trouvé quelles sont les surfaces qui, 
ayant pour conjuguées les courbes caractéristiques de l’équa- 
tion (4) vy —2%,+ux,, passent par deux courbes données 
et nous avons précisé que, lorsqu’aucune de ces deux courbes 
n’est pas une caractéristique de cette équation, il existe une 
infinité de surfaces (plissantes, sauf une). Si une des courbes 
données est u, ou v constantes, il existe une seule surface. 


9. Il est naturel de nous poser maintenant certains pro- 
blemes spécifiques a la théorie des conjugués envisagés. Ainsi 

1) Quelles sont les autres courbes conjuguées sur les surfaces 
solutions de notre probléme? 2) A quelle condition une surface 
doit-elle contenir un couple de courbes données (couple de u, v) 
et les admettre comme courbes conjuguees ? 

On doit chercher quelles sont les fonctions u(a,5), vla, p), 
telles que les solutions a, de (4) admettent comme courbes 
conjuguées a= ¢ et B=c'*. Mettons la condition que 
Loe la, + mag. 

On trouve apres une série de réductions 


NZ NL, L KL r 4 
4 1, u” Ni I u 4 lv 4 1.07 Tı u Ti U 
, 


(25) | roe Lou Tio UaUg + | Lou Lou Fav | Tata = 0, 
Tzu Tau Thu mao Liu Ta, 

Les fonctions x,,7,, x, et une fonction u ou v étant données, 
on trouve l’autre. On peut également se donner une relation 
entre u et v, par exemple celle qui exprime que a et f sont 
lignes de courbure, ou lignes asymptotiques. 

On voit aussi, que si l’on se donne successivement trois 
expressions du rapport p=uaug/v4vg on aura trois équations 
du second ordre aux inconnues Zi, 9, 73 qui nous montrent 
l’ensemble des solutions (surfaces) qui admettent des lignes 
conjuguées satisfaisant à ces trois valeurs de o. L'ensemble 
des surfaces (solutions 2,,2.,7,) dépendra de trois paires de 
fonctions arbitraires a une variable, les F, et ®,, 1—1,2,3, 
de (23). 


10. Lorsque les congruences sont définies par les équa- 
tions (3), alors il faut chercher les transformations qui trans- 
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forment deux familles de courbes conjuguées en deux autres 
familles aussi conjuguées. Nous avons démontré dans notre 
these que cela arrive si Von remplace (2) par 


(26) dż,/dz, = pa; + (1— p)bi, ÒE;/Ò En = ra; + (1-— r)b; 
OÙ a, =0d,=l, et 


pr B(b,) (a, — bs) — B (ba) (a, — b,) 
pee rm al A (a) (ag — bg) —A(aq) (a, — by) ? 
lorsque p = r, nous aurons deux congruences de lignes asymto- 
tiques. 

Regardant (17’), on voit que, si b(a,) =0, ou si dans (4) 
4—=0, alors on retrouve le théorème de Königs: Si une 
famille de cylindres entoure une surface, alors les courbes de 
contact sont conjuguces avec les courbes qut ont pour tangentes 
les géncratrices des cylindres. Nous pouvons en plus remarquer 
que, lorsque les lignes de contact des cylindres forment une con- 
gruence de courbes planes, la relation qui exprime ce fait, exprime 
aussi, que nos lignes conjugué:s sont des lignes de courbure. 

Lorsque A=0 et „=0, nous avons vu que 5(a,)=0 et 
A()=0 et que A(a, — Fa) et B(b;) = ©,(b). Lorsque seuls 
les A(b;)=0, alors nous avons seulement les 


B(b,) = B(bn1) g,(D;,. = We 0 PZŻ. 


Nous dirons que nous avons des sousautogroupes. 


(27) Ag 


11. Passons maintenant aux équations d’ordre supérieur. 
Limitons nous a l’équation 


(28) z” — 0. 


a, D, w 

Il n’existe qu’une seule surface 2, La, 2,27, de u,v, w, Con- 
tinue ou non, qui passe par trois surfaces données situées 
dans les plans caractéristiques de (28) parce que l'intégrale 
générale de (28). 


(29) x = fiu, v) + fav, w) + fa(w, u) + gw) + pu) + plv) + k 
avec les /,g et k arbitraires, n'admet qu’une solution, continue 
ou non, qui passe par trois surfaces: 

w = Wy, T = Fy(u,0) + Du) + Pw) + e U= Uy, X =Fa(v, w) + 


30 
sic. + Wą(v) + Paw) + 02; V= Vp, = F3(0w,)+ Pz(w) + Pz(u) t cs: 
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On aura pour les sept inconnues f, 9 et à les solutions uniques 


fi = Fi fa = Fy, fa = 
p,(ż) = Paz) — Fa(2, Uo) = Pale md F(t, 2) 
Palz) = Pate) — Fi(2,00) = Piz) — Fy(wg, 2) 
p;(2) = ¥4(z) — Fa(2,%00) = Poe) —F (to, 2) 
k = © — Px(Wo) = C2 Palo) = C3 — Falto) 
qui expriment en même temps des relations de compatibilité 
entre les données (30). 

Méme si ces relations de compatibilité ne sont pas satis- 
faites, on aura tout de méme des solutions. Elles seront encore 
uniques, mais discontinues ou nonuniformes. Ceci s'impose si 
les trois surfaces données ne se coupent pas dans un point. 

Si au lieu de (30) nous imposons à l’intégrale (29) qu’elle 
ne s it pas située dans des plans caractéristiques, alors nous 
aurons pour la difference de deux intćgrales des expressions 
de ce genre 


x(u, q(u), w) — x(u, u,w) = ho(U) + Malt) Tn(w), 
avec q, ho ha donnés. Mettons 
T ~= ) Bn(0) + yn(v) óz(w) + En(w) on(). 
On devra avoir 

Ż tn(U) [Bal q(u ci (u)] = hy (u), Ynl4( u)] — Yn (u) =h,(u). 

On peut ROCH les an, Ên arbitraires sauf une et ajouter 
ensuite a chaque solution de y, et aux fi, une périodique arbi- 
traire en g, c’est-a-dire p[q(u)] = p(u). Les solutions seront en 
général plissantes vers q(u)=u. On prendra 6,(w) =r„(w), en- 
suite e, et o, arbitraires. 

12. Nos problemes peuvent étre genćralisćs pour des équa- 
tions completes 

Axy + 2Bay, + Cze + Derat Ex, F =0 
lorsque nous introduisons au lieu de u et v les variables a et 8 


le discriminant de l’équation transformée garde son genre, 
parce que le nouveau discriminant sera 


(B? — AC) (Wave — Uga). 
On aura évidemment des invariances pareilles pour les 
équations d’ordre supérieur. 


SUR UN SYSTEME SIMPLE D'EQUATIONS 
DU SECOND ORDRE 


Par MAURICE JANET (Paris) 


Je dédie le present article a la mémoire tres vénérée et 
tres chere du Professeur ST. ZAREMBA. 

Ce petit travail a son origine dans le désir de terminer 
une application particuliére faite par M. ELIE CARTAN de sa 
théorie de l’équivalence. J’ai été amené à ce propos à faire 
une étude complète d’un système simple du second ordre et 
cette étude m’a semblé présenter quelque intérêt en elle-même. 

Je donne d’abord les conditions différentielles auxquelles 
doivent satisfaire les fonctions a, B, y, è de x,y pour que la 
solution du système d'équations aux dérivées partielles a une 
fonction inconnue 2 de x, y (dont nous désignerons les dérivées 
premieres par p,q et les dérivées secondes par r, s, t) 

(1) r=ap, 28 —6p +yq, t -0q 

ait un degré de généralité maximum, autrement dit dépende 
de trois constantes arbitraires!). Je donne ensuite les con- 
ditions différentielles auxquelles doivent satisfaire les mêmes 
fonctions pour que la solution de (1) dépende de deux constantes 
arbitraires. Le premier système de conditions constitue un 
système normal de quatre équations aux quatre inconnues 
a, B, y, ô. Il se ramène d’ailleurs à deux équations classiques 
du second ordre, l'équation de LIOUVILLE d’une part, l’équation 


(x T y)? s? — {pq 
d’autre part, intégrables toutes deux explicitement. 


1) Cf. Appell: J. d. Liouville 3°°™° série t. 8, p. 192. 
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Le second systeme, qui est constitué par deux équations 
entre les quatre fonctions a, f, y, dò est utilisé pour l’appli- 
cation que nous avions en vue, a savoir la formation effective 
des deux équations aux dérivées partielles auxquelles doit 
satisfaire une fonction f pour que l’équation différentielle 
ordinaire 

dy 


ix j (x,y) 


admette un groupe à un paramètre de la forme 
L= A, y = - Y 
où X est fonction de x et Y fonction de y. 


I. Le système (1) est toujours vérifié par une constante 
arbitraire. En général il n’a pas d’autre solution. Il est d'autre 
part évident que si deux solutions analytiques correspondent 
à un même système de valeurs initiales pour x = 0} Y= Yo 
de 2, p,q, ces deux solutions coincident. La solution générale 
dépend donc au plus de trois constantes arbitraires. Nous 
aurons à préciser dans quel cas elle dépend de trois constantes 
et dans quel cas elle dépend de deux constantes seulement. 


z étant une fonction arbitraire de x et y, posons: 
r—ap=A, 2s—(8p+y4)=%B, t—dq=C. 


On apercoit aisément les deux identités suivantes: 


‘) 


Lp +Mq=20,—B,+(5—5)B—y0=I, 
Np + kq=24,—B, +(a—}) B—pa =J, 
où on a posé 


p=] 


"= pli) bit mes do 
Nel? + Pr — 2 dy, R=y|5 — a) + Ye. 


Considérons maintenant le systeme (1) autrement dit: 
A-0, B=0, C=0. Pour que les trois valeurs initiales de 
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2, p, q, puissent être prises arbitrairement, on voit qu’il est 
nécessaire que les quatre fonctions L, M, N, R soient identique- 
ment nulles. Il est aisé de voir que ces conditions nécessaires 
sont aussi suffisantes. Rappelons la méthode classique?) uti- 
lisée pour sen rendre compte. Donnons sur x = x, la fonction 
z de y déterminée par l’équation différentielle 


eue 
dy? dy 


— le 
et les valeurs initiales z et q, de z et de = pour yY = Yo- 


Donnons d’autre part sur s =x, la fonction p de y déter- 
minée par l'équation différentielle 


dp i dz 


et la valeur initiale pọ de p pour y=Yp. 

Ces fonctions z et p utilisées comme fonctions initiales 
sur æ—%, pour l’équation aux dérivées partielles r — ap déter- 
minent entièrement la fonction z de x et y; A est nul partout. 

Les équations 


C 1 i 


vérifiées partout et telles que, sur z= z, on ait B=0 et C=0 
montrent que l’on a partout B=0 et C=O. Le système pro- 
posé est donc entièrement vérifié. La solution générale depend 
donc de trois constantes arbitraires 29, Po; 4o- 


II. Supposons maintenant que l’une au moins des quatre 
expressions L, M, N, R ne soit pas identiquement nulle. Nous 
supposons 3) pour fixer les idées L +0. 


2) On peut aussi utiliser le théorème de Frobenius sur les systèmes 
complètement intégrables. 

8) Remarquons avant tout que si g et a, sont tous deux nuls sans 
que M et k le soient tous deux, la solution dépend de deux constantes 
arbitraires: elle est de la forme C, X + C, où X désigne une certaine fonction 
de x. Remarquons d'autre part (R,) que si L=R=0 avec M4 0 et N. 0, 
I et J fournissent deux formes linéaires en p,q indépendantes et (X,) que 


M 
si L=R=N=0 avec Mg%40, I et 1,—LA— zB fournissent encore 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 22 
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De nouvelles combinaisons linćaires des premiers membres 
des équations données conduisent a de nouvelles expressions 
linéaires en p,q. En posant 


20,—B, + (5—5)B—v0=1 
on trouve 


(La + MĘ+L)p gi (F + H,|q=I, —LA— eg 


L B 
(I f +Iy)p A (= +Mò +M,)q =1,-L3 MC. 


Pour que la solution du système proposé dépende de deux 
constantes arbitraires, il est évidemment nécessaire que ces 
nouvelles expressions linéaires en p,q ne soient indépendantes 
ni l’un ni l’autre de la combinaison Lp + Mq. 


On est donc amené à écrire les deux conditions suivantes 


= 


M(La+ 5° + Lx) —L( 
u(r + 1,)=L (23 +19 +M,)=0 


qui peuvent s’écrire encore 


deux formes linéaires en p,q indćpendantes; dans chacun de ces deux 
cas, le système (1) n’a donc pas d'autre solution qu’une constante arbitraire. 
Conclusions analogues si y et dy sont tous deux nuls sans que N et L le 
soient, ete. 

En dehors du cas examiné dans le texte, et du cas analogue obtenu en sup- 
posant K+0, peut-il se faire que la solution de (1) dépende de deux constantes 
arbitraires? Il faut pour cela que L=R=0 et que (d’après R,) l’une au 
moins des expressions M,N soit nulle, supposons N=0; il faut de plus 
évidemment M + 0; mais (d’après Ry) il faudra alors 4 =0. Cette égalité rap- 
prochóe de N —0 donne a, =0. Au total les seuls cas que nous pourrions 
laisser échapper rentrent dans un des types @=ay=0 ou y=dx=0. Un 
calcul aisé montre que pour l'application faite au paragraphe IV il n’y a pas 
à tenir compte de ces cas d’exception. 
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en désignant par Z le rapport M/L et par P, Q les deux dérivées 
partielles de Z par rapport à x, y. 

Supposons inversement que lon ait entre les quatre 
fonctions a, B, y, Ô les deux relations indiquées (avec l’iné- 
galité L +0); je dis que la solution du système proposé dépend 
de deux constantes arbitraires. 

On pourrait s’en rendre compte par une méthode analogue 
à celle qui à servi au paragraphe I, en utilisant les identités 
précedemment écrites, mais nous allons le voir par un autre 
procédé qui conduira à une véritable intégration du système. 

Nous avons à examiner les conséquences“) que l’on peut 
tirer des trois relations en a, B, y, 6, Z constituées par les deux 
ćgalites (2) et l'égalité LZ—M=0. 

L’élimination de a et 6 entre ces trois équations conduit 
immédiatement a l’unique relation en 5,y, Z suivante: 


Z 
On voit donc que l’expression y —p Z peut être considérée 
comme la dérivée partielle par rapport a x d’une fonction W 


de x,y dont er L — 25 sera la dérivée par rapport a y. 


(2 a 7) + (y—P4Z), — 0. 


Posons maintenant V= W + 2 log Z. 
La relation entre W et Z: W,+ZW,+2Z,=0 conduit 
à la relation entre Wet V 
Vv w 
e? V,+- e? W; =0. 
4 w 
—e? et e? peuvent être considérées commes les dérivées 


partielles par rapport a æ et y d'une meme fonction U; d’où 
finalement les formules suivantes: 

U, 
U,” 


et les valeurs correspondantes de a, 6 


Z= — D, 


v_-PZ=2 


bat Oy 
ER! ô = Dia 


dessous, est légalité NZ— R =; il est aisé aussi de l’obtenir directement. 
22% 
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Considérons done un systeme de la forme (1) ou a,y,ó 
sont donnés en fonction de deux fonctions arbitraires 8 et U 
par les formules suivantes 
U 2U ry —BUs 
Gee 

x y 


bd. 


Il est bien évident maintenant que ce système admet une 
solution non constante, a savoir U de x, y. Il admet des lors 
pour solution toutes les fonctions C,U + C, ou C, et C, sont 
deux constantes arbitraires. 

On voit que l’on a été amené chemin faisant à remarquer 
l'identité suivante valable pour toute fonction z de a, y 


bg F) = (3) (7) 
| Sq xy Pix d'y 


qui résoud explicitement de la manière la plus générale l’équa- 
) 


tion a deux inconnues (log 7) = Qu? 
\ Try 

LIT. Les conditions trouvées au paragraphe I pour que la 
solution dépende de trois constantes arbitraires constituent un 
système normal de quatre équations à quatre fonctions incon- 
nues a, BP, y, ô. Ces quatre fonctions dépendront donc alors de 
quatre fonctions arbitraires d’une variable. Mais il y a plus, 
et nous allons en ramener l'intégration a celle de deux ćqua- 
tions bien connues du second ordre. 

élimination de a, conduit immédiatement aux deux 
relations suivantes en 6, y 5). 


| 17 
(8) _ 3 (EA nog 2? = 0 
Yiy 4 plx 2 - 


R\ N d& M À 
sej ut ms egg ae — = {log — by — Vy = 0. 
oa < (3), È 37 kę i 


la premiere est une équation du second ordre en By qui 
n’est autre que l'équation, bien connue, de LIOUVILLE. Quant 
a la seconde elle n’est pas distincte en réalité d’une équation 


5) Nous nous bornons ici, pour abréger, au cas où A et y sont supposés 
différents de zéro. 
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résolue plus haut. En employant un procédé analogue, on est 
amené a écrire f =U,,/Ux; y=Uxy/U,. En portant ces va- 
leurs de 8, y dans l’expression générale de la solution de l’équa- 
tion de LIOUVILLE 

4X’ Y' 

G Er 


où X est fonction de x et Y fonction de y, et où X', Y’ 
représentent leurs dérivées, on est amené pour la fonction U 
à l’équation suivante, qui est, elle aussi, classique 
4 47 T k ; 
U? = ———., UxUyp. 
5. «(At LY 
L'intégration de cette équation (cf. Goursat Equations 
aux dérivées partielles du second ordre”, tome II, p. 186) con- 
duit aux valeurs suivantes de 8, y, 4, 6: 


JA” 0 PA ne | 
, “ 0 Da 
e (X+Y)e' SEP 
2X'u page vans} 
Co Ew) 0? BV, 
avec 
E a n—eé =i ‘ay 
X+Y a EA L 
£ étant une fonction de x et 7 fonction de y et È', n’ représentant 
leurs dérivées. 
Le système proposé (1) conduit done aux relations 
Au y Y'v y i X'Y' 
DER key YO Ee +) 
où X,, Y, désignent respectivement une fonction de x seul et 
une fonction de y seul. 
En comparant la valeur de s tirée de la première équation 
par dérivation relativement à y et la valeur de s que l’on vient 
d'écrire, on est ramené à la relation 


F(A) (ZX + Y) = 0 


On tire immédiatement de la: 4,=—aX+ 6, Y,—aY—b, 
où a et b sont constantes. 


(uX,+ v0 ¥,) 
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La solution du système proposé est donc trouvée a l’aide 
de quadratures avec trois constantes arbitraires. 

En définitive, en prenant, pour simplifier, X= x, Y=y, le 
système (1) défini par les fonctions (æ), n(y) et les égalités 


u : „APE. mt. i) dn Ji, | 
_de' c+y” dy x+y 
Ux 1 sg a dal) 2u ovy č 1 
"u sły” Grue ” (atyo  v z+ty 
admet pour l’intégrale generale 
7 uyda rzady 
T+y wy 


IV. M. ELIE CARTAN a traité §) à titre d'application particu- 
lière de sa théorie, le problème de l’équivalence de deux équa- 
tions différentielles 


di 
= flm y) Z=Fay) 


vis 4 vis du groupe de transformations 
DA, y = Y, 


où X, Y désignent deux fonctions arbitraires, la premiere de a, 
la seconde de y. Posons ?) avec M. CARTAN 
w= mfda, w= mdy. 
La différentielle d’une fonetion arbitraire s’écrira 
où 
1 
mf 


a 


© 1 
dx’ ee dg 


i= 


6) Ann. Scient. Ec. Normale Sup-ère t. 25 (1908), p. 78 et suiv. 

?) Je modifie légèrement les notations de M. Cartan; en particulier 
je désigne ici par m une fonction quelconque de z, y, la notation u étant 
réservée pour la suite dans un autre sens. 
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Les différentielles symboliques de «4, wą s’écrivent 


ou encore en introduisant la nouvelle forme différentielle 


dw = ww, dw = (X,A+X,B) a, wą 


1 log 


mete ii = mf away 


Le cas ou le produit d’une fonction de x par une fonction 
de y conduit aux équations admettant un groupe à trois para- 


dy a: 
mètres; équations réductibles à la forme 7 = 1; groupe défini 


par les formules 
DT +a, Y'= AY ++ ay. 


Dans le cas où (log f),, +0, le fait que À et B ne peuvent 
être toutes deux constantes, montre que le groupe admis par 
l'équation est à 1 paramètre au plus. On est amené à se de- 
mander si À, A et X, À peuvent être à la fois fonctions de À, 
Si d’ailleurs il en est ainsi, on voit que pour toute fonction 
I de A, X,I et X,1 sont aussi fonctions de A et de plus 


20. ae 0] 
PTE A; 


En particulier c’est vrai pour le rapport 
À, À 
X, À 


J = 


que nous appellerons u. On a donc 
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En appliquant Videntité fondamentale à Pegalite 


on trouve 


A X,(u) + BX,(u) = [X4(u)]? 


qui permet de voir que B sera lui-même fonction de u dès 
que X,u, X,u, A le seront. Or les égalités 


permettant d’avoir f et m en fonction de u d’où l’expression 
de À 


a Abies złą 
du Ux Uy 


On voit que pour que A soit fonction de u il est nécessaire 


que z soit fonetion de u ou, ce qui revient au menie, que 
(x Uy 


l’on ait l’équation aux dérivées partielles suivante, du troisième 
ordre en u, 
u 
(log =) = 0 
Uy) xy 


lequation qui s'intègre explicitement è) a l’aide de trois fonc- 
tions arbitraires U,a,b d’une variable: u=U(a+b), a étant 
fonction de x, et b fonction de y. 


La fonction f est done donnée par la formule générale: 


, 


" b'U(a + b) 


et l’équation différentielle 2 = f(x, y) est réductible à la 


8) Cette intégration prouve que cette équation aux dérivées partielles 
doit garder la même forme quelle que soit celle des variables u, x,y que 
l'on considère comme fonctions des deux autres. 
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forme To = U(æ + y) qui admet le groupe à un paramètre 


q'=ax+a, Y=y—a. 


A quelles conditions différentielles satisfont toutes les fonc- 
tions f trouvées? 


On voit immédiatement que log f, que nous appellerons F, 
satisfait à l’équation 


SR Me 1 L—-0 


= Sl ] s ; 
où A = T° = Ta représentent des fonctions respectivement 


de x seul et de y seul. Inversement, toute fonction F satisfaisant 
a une équation de cette forme peut étre considérée comme le 

a 
b' U(a + b) ' 

Cette relation montre que YF,,, XF,, peuvent être consi- 
dérées comme les dérivées partielles par rapport à x, y d’une 
même fonction H de x,y. Inversement s’il existe une fonc- 
tion H non constante satisfaisant au système 


9 
5 (rż) =0 (zt) —0 Pi gó F,+ 5 (50) da 
xy x 


x (FE 
dy 7. 


on pourra affirmer que F est de la forme voulue. Le système 
en H que nous sommes amenés à écrire est précisément un 
des systèmes étudiés dans ce qui précède. Il suffira d’exprimer 
les deux conditions différentielles précisées au paragraphe II, 
en prenant 


log d’une fonction de la forme 


-}- 


| 


0 (ou F,, + 0), 


on aura la le systeme cherché de deux équations aux dérivées 
partielles en F. 
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On constate que, dans ce qui précède, nous n’avons pas 
utilisé la valeur particuliere de m choisie par M. ELIE CARTAN, 
valeur destinée à rendre égale a l’unité le coefficient de w; wą 
dans la différentielle symbolique do. 


En utilisant cette valeur particuliere de m, on trouve 
d’ailleurs: 
F 


A i ici 
Fa) C Di 


1 Po k —4 
PYŁ re) | fe Ps i 


A=—5(P,+ 


SULLA TORSIONE DI UN PRISMA ELASTICO CAVO 
SECONDO LA TEORIA DI SAINT VENANT *) 


Nota di MAURO PICONE (Roma) 


Se A indica un insieme di punti del piano (x,y), riferito 
ad una coppia di assi cartesiani fra loro ortogonali x e y, desi- 
gnerò con FA la frontiera e con CA l’insieme complementare 
di A rispetto al detto piano. Assunte le quantità positive py, p 
e Jo, q, essendo p, < p e q, <q designeró con KR, e Epo gl intorni 
rettangolari dell’origine di semilati py, do € p, q, definiti, rispet- 
tivamente, dalle limitazioni: 


|©|< Pos ly| <qo e |z|<Pp, lyl<q, 


con I), = R la corona rettangolare aperta Rpa— (Emas + E Epa) 
definita dalle limitazioni 


po<|v|<p, qo<ly|<9; 
con H Vinsieme dei punti di FR per cui 
|c|=p, |y|<q oppure |«|=py, |y|<q, 
con K quello per cui 
ly|=q, |c|<p oppure |y|=qo, |r|<pw 


con V la parte rimanente di FR, costituita dagli otto vertici 
di Ron © di Rpg. 

Dirò poi coordinato un segmento di retta se tale retta è coor- 
dinata. 


*) Lavoro eseguito nell’Istituto Nazionale per le Applicazioni 
del Calcolo. 
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Gli sforzi a cui e sottoposto, in una torsione pura, un corpo 
elastico isotropo e omogeneo che, nel suo stato naturale, abbia 
la forma di un prisma retto avente le basi parallele al piano (2, y) 
e per sezione la corona rettangolare chiusa R+FR si calco- 
lano, a norma della teoria di Saint Venant, risolvendo un 
particolare classico problema di Dini-Neumann, al quale, vo- 
lendo considerare le cose con l'indispensabile rigore analitico, 
darò il seguente insolito enunciato: 

Detta {¢} la classe delle funzioni (reali) g(x,y), dotate nella 
corona rettangolare R delle derivate parziali ¢x e g,, la prima 
continua m k+ H e la seconda in R+ K, entrambe uniforme- 
mente sommabili sui segmenti coordinati contenuti in R 1), costruire 
una funzione g di tal classe, armonica in R, e verificante le con- 
dizioni al contorno: 


(1) qui, sw, oe, STA 


Istituire un pratico procedimento di calcolo, valevole in R, 
per le derivate p, e Çy, a mezzo delle quali si esprimono appunto 
à richiesti sforzi. 

Chiamerò tale problema il problema della torsione per il 
prisma cavo e ciascuna delle ricercate funzioni una funzione 
torsionale. 

Ricevuto dagli amici matematici della sapiente Cracovia 
l’invito, che mi ha altamente onorato, di contribuire con un 
mio scritto a questo volume degli Annali della Società mate- 
matica polacca, dedicato alla memoria di STANISLAO ZAREMBA, 
ho pensato, accettando l’invito, che io non avrei potuto fare 
di meglio che proporre l’accoglimento della presente nota in 
cui espongo talune considerazioni sul detto problema ?), nella 
speranza che i discepoli del grande Analista, al quale tanti 
sostanziali classici progressi deve la teoria delle funzioni armo- 
niche, s’interessino a quel problema e vogliano apportare alla 
sua risoluzione quei complementi di cui tuttora necessita 3). 


1) Al n. 1 trovasi precisato il significato «di tale uniforme som- 
mabilità. 

2) Non ancora publicate, ma comunicate ai miei collaboratori 
dell’ Istituto Nazionale per le Applicazioni del Calcolo. 

3) Il problema, proposto all'Istituto Nazionale per le Applica- 
zioni del Calcolo, si presenta nello studio di molte strutture e, parti- 
colarmente, in quello di organi essenziali dei velivoli. 
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1. La totalità delle soluzioni del problema della torsione del 
prisma cavo. Dicendo che la funzione g(x,y), continua in R, 
e uniformemente sommabile sui segmenti coordinati contenuti 
in À, intendo significare che ad ogni numero positivo e ne 
corrisponde un altro ó(e) tale che, comunque si assuma un 
segmento coordinato I, contenuto in R, di lunghezza infe- 
riore a ó(e), si abbia, detta s l’ascissa sulla retta a cui appar- 
tiene J, 


(2) fige, y) |ds <e. 
1 


Osserviamo, per esempio, che una funzione continua in R, 
sara ivi uniformemente sommabile sui segmenti coordinati se 
esiste su FR un insieme Z costituito da un numero finito 
di punti Px, tale che, designata, per ogni punto P di R, con g(P) 
la distanza del punto P da L, si abbia, sempre in À, 


M e a essendo due costanti non negative, la seconda minore 
di uno. Costruiamo, invero, per ogni punto P,, l’intorno qua- 
drato Q, di semilato J, con J tale che due qualsivogliano 
Qn+FQ, e Q,-FQ, non abbiano punti comuni e diciamo 4 
la più piccola fra le distanze che ogni FQ, ha da ogni altra FQ,, 
è subito verificato che per ogni segmento coordinato I, conte- 
nuto in R, sussiste la (2), se la sua lunghezza è inferiore ad un 
numero ó(e), per il quale si abbia, simultaneamente, 


Osserviamo pure che se una funzione /(P) è dotata in k 
di derivate parziali f, e f, ivi continue e uniformemente somma- 
bili sui segmenti coordinati, essa è continua in R+FR, nel 
senso che, comunque vi si fissi un punto Py; riesce determinato 
e finito il limite 
lim f(P) (su Æ). 


P>P, 
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Ed invero, assunto ad arbitrio il numero positivo e, comun- 
que si considerino due punti P’ e P” di R, contenuti nell’in- 
torno quadrato Q del punto P, di lato ó(e/2), detto P* un 
punto di Q per cui i segmenti I(P', P*) e I(P",P*) siano entrambi 
coordinati, si ha 


Ee) ee re g all 


e supposto, per esempio, che Z(P”, P*) sia parallelo all’asse x 
e I(P", P*) all’asse y, risulta 


IPY AP] < ffelao<5, HA") iP < f\toldy <5. 
J(P',P*) MAGS) 


Cid posto, andiamo a dimostrare il teorema: 


I. Se il problema della torsione per tl prisma cavo ha solu- 
zioni, ne ha una ed una sola, dispari rispetto a x e a y (cioè, 
come semplicemente diremo, dispari) ed ogni altra. st ottiene 
da quella aggiungendole una costante arbitraria. 


Dimostrazione. Siano g’ e g” due soluzioni del problema, 
ag, 4, bo, b quantita arbitrarie tali che sia p< SO 2h 
dy <dy <b <q, T la corona rettangolare chiusa Rei, “|: FR) 
n la normale a FT volta verso l'esterno di T. Posto g'— g" =u 


si ha 


(3) JU mid KE “in 


onde segue che esiste, determinato, il limite 


* du 
lim fu ds, 
T>R an 

FT 


intendendo che T tenda ad R dilatandosi sempre. Dico che 
tale limite è zero. Ed invero, u, appartenendo alla classe fo), 
riesce continua in R+FR e vi ha perciò un massimo M del 
suo modulo. Assunto ad arbitrio il numero positivo e, sia I 
un numero minore di ó(e/16.M4) e delle quantità po, 99, P— Pos 4— do 
e per ogni punto di V consideriamo il suo intorno quadrato 
di lato l, imponendo alla corona T di mantenere i suoi otto 


vertici (a, b), (—a, b),..., (a, —bo), nei detti intorni, rispettiva- 
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mente, dei vertici (p, q), (— P, 9),-.., (Pos — 4o) di R. Denoteremo 


con /,(T) la parte di FT contenuta negli intorni stessi e con 
C,(T) la rimanente. Si ha 
du du 


<M flal raf — | ds <u f = 
n |‘ dn dn 
TAT) CAT) 


ed uniformemente al variare del punto (x,y) in CAT) 


va 7 ds ds +e, 


du 
lim (7 | (per T—+k)=0, ciò che dimostra quanto avevamo 


asserito. Si ricava dunque dalla (3), u,=«,=0 in R, cioè la 
costanza di u. Se g è una funzione torsionale, posto 


u(w,y) =o(x,y) + 9(L,—Y), (£,4)=9P(c,4)+g(—,4), 


si ha l’armonicità di ue v in he la loro appartenenza alla 
classe {g}, nonchè u,=v,=0 su H, uy=v,=0 su K, donde, 
per quanto precede, dette a e f due costanti: 


(4) p(1,y) +p(x, —y)=a, in R, 
(5) G(2,y)+9(—2,y) =f, in R. 


Sia g(x,y) quella ben determinata funzione torsionale che 
verifica, per un fissato valore a dell’intervallo (po, p) la condi- 
zione g(a,0)=0. Si trae, dalla (4), per z=a, y=0 che a=0, 
donde la disparità di 9 rispetto a y e l’identità g(7,0)=0, per 
Po=|®| <p. Ne segue dalla (5), per y=0, $=0 e pertanto la 
disparità di g anche rispetto a z. 

Dimostrato così il teor. I, prenderemo, da ora in poi, esclu- 
sivamente in considerazione la funzione torsionale dispari, che 
indicheremo con og. Per la sua costruzione considereremo 
due diversi metodi che riconducono, entrambi, il problema 
a due di Dirichlet per la corona R. Il primo, esposto al n. 2, 
che è un’applicazione, con nuovi complementi (i teor. II e III), 
di quello che ho pubblicato fin dal 1929 4) per la risoluzione del 
problema di Dini-Neumann, nel piano, relativo ad un qualsi- 
voglia dominio regolare a connessione non semplice, fornisce 


4) M. Picone: Sul problema di Neumann nel piano. (Bollettino 
dell’Unione Mat. Italiana, vol. VIII (1929)). Appunti d’ Analisi 
superiore [Rondinella, Napoli, pp. 360—367 della 1% ed. (1940) 
e pp. 407—412 della 28 ed. (1946)]. 
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il teorema d’esistenza per la g ed un certo metodo di calcolo 
delle 9, e o, presentante alcune difficoltà, il secondo, esposto 
al n. 3, appare più idoneo al calcolo numerico, ma, pur avendo 
il pregio di far presagire la sua applicabilità alla risoluzione 
numerica di generali problemi di Dini-Neumann per domini 
qualsivogliano, la cui frontiera sia esclusivamente formata, 
nel caso del piano, da segmenti coordinati ed in quello dello 
spazio da rettangoli coordinati, urta contro altre difficoltà. 


2. Primo metodo di risoluzione del problema della torsione 
per il prisma cavo. Conviene premettere 1 seguenti due teoremi 
della teoria delle funzioni armoniche in due variabili, uno dei 
quali (il teor. III) mi è stato suggerito da WoLF Gross, valo- 
roso collaboratore dell’Istituto Nazionale per le Applicazioni 
del Calcolo. 


II. Sia A un campo del piano (x, y) di connessione uno, la 
cui frontiera sia costituita da due curve regolari semplici e chiuse Co 
€ C, essendo C, interna a C. Se la funzione reale u è armonica 
in A e continua in A--FA e, detti (ag; do) € (a, b) gl’intervalli 
dell’asse u costituiti dai valori che u assume, rispettivamente, 
su Cy e C, tali intervalli sono privi di punti comuni, allora il 
flusso della u attraverso Cy°) è diverso da zero. 


Dimostrazione. Se il detto flusso fosse nullo, la « sarebbe 
dotata in A di coniugata v, pure essa armonica e monodroma 
in A, la funzione f(z) =u+1v, con 2=7 +17, sarebbe olomorfa 
in A, e, non potendo essere costante, l’insieme degli zeri in A, 
della sua derivata f(2)=u,—tu,, avrebbe punti d’accumula- 
zione eclusivamente su FA. Supposto, per esempio, bo <a 
siano k, e ką due costanti tali che by <k, <ką<a, O un punto 
interno a Cy. Su ogni raggio spiccato da O esiste un numero 
finito di punti, contenuti in A, nei quali « assume i valori 
k, 0 ką. Le due curve T} e J, rispettivamente di equazione 
u(c,y)=k, e u(x, y)=k,, prive di punti comuni, sono dunque 
entrambe chiuse ed inoltre regolari poichè su ciascuna di esse 
cade, al più, un numero finito di punti ove simultaneamente 


5) Mi permetto di seguire la terminologia adottata nei miei 
Appunti di Analisi superiore (loc. cit (4)), Cap. V della 1 e della 2 
«edizione. 
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si annullano u, e u,. Esse sono anche semplici, non potendo 
esistere in A una curva chiusa, che non abbia nel suo interno 
la Co; sulla quale u(x,y) e costante. Vi è certamente almeno 
un raggio r, spiccato da O, che ha in comune con 7, un sol 
punto P,, ed allora un punto di r riuscirà interno od esterno 
a I, secondoche è interno o esterno al segmento OP,.* Sul 
raggio r, esternamente al segmento OP,, esiste certo un punto P, 
della curva T, e pertanto questa curva è esterna alla J. Dun- 
que le curve 7, e I, costituiscono la completa frontiera di 
un dominio regolare D contenuto in A. In ogni punto di un 
arco di FD, privo di punti singolari, si ha dv/dn=0, poichè, 
secondochè l’arco appartiene a / oppure a J, si ha, lungo 
esso, u= k, oppure u= k,, e quindi sempre du/ds= 0. Ne segue 
la costanza di v in D, e ciò è assurdo. 

III. Assunto, nel piano (x,y), un sistema di coordinate polari 
o e © (p raggio vettore e 0 anomalia) avente Vasse x per asse 
polare, detta k una quantità positiva minore di 2, la funzione 
reale u(x,y) sta continua nel settore circolare S definito dalle 
limitazioni o<ò, 0 < O <ka, armonica nell'interno e, designando 
a, b,c, d, quattro costanti, st abbia 


(6) u—=c{(x+y)+axz+by+d, per 0=0 e per 0=ka, 


sussiste allora per u uno sviluppo in serie, assolutamente ed 
uniformemente convergente in ogni cerchio di centro in O e raggio 
minore di 6, del tipo 


u = ug + d+ ap cos 0 + bo sen 0 + co? cos 20 + > engt sen (7 0), 
= 
ove le c, sono costanti e 
— ¢ tang ka : osen 26, per (k— 4) (k— 3) +0, 


u ze 
0 | = — „(0 cos 26+ log ọ -sen 26) 9? per(k—})(k—5$)=0. 


Pertanto, quando (2k —1)(2k—3) +0, la u ha nell'intorno 
circolare del punto O, di raggio 6, le singolarita della funzione 


1 z n 
2 Ch 0* sen (7 o), 


Recznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 23 
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vi è dunque priva di singolarità se k è reciproco di un numero 
naturale diverso da 2, se k=4 vi ha le singolarità di 


4e 
— — (0 cos 20 + log o - sen 26) o?, 


se k#® 3, le singolarità di 


— = (0 cos 20 + log o sen 20) o + 


co 


2 
ui oe [C3p+1 SEN 7,0 + C3zpt2 9° Sen (vp + #) OJ e'?, 
p=0 


ove vp=—2p +4. 
Dimostrazione. Posto 
v(0, 9) =u(o, 0) — [ug(o, 9) + d+ ao cos 6+ bo sen 6 + co? cos 20], 


si verifica subito che la funzione v(0,0) riesce continua in S 
e armonica nell’interno, avendosi v=0, per 6=0 e per 6=kz, 
e pertanto, la funzione 


w(r, T) = v (rf, kT), 


1 
continua nel semicerchio r< 64, 0<7T<a, armonica nelin- 
terno, identicamente nulla sul diametro r=0, t=2z. In virtù 
di un classico teorema di SCHWARZ, la w(r, r) risulta armonica 
1 


nellintorno dell’origine di raggio 6* e vi ammette dunque 
lo sviluppo in serie 


O0 
> (ch sen nt + Ch COS nt)r”, 
n=0 


assolutamente ed uniformemente convergente in ogni cerchio 
1 
con centro nell’origine, di raggio minore di 64, avendosi c,=0 
(n=0, 1, 2,...,), per essere w(r, 0)=0. 
Ritorniamo ora a considerare la funzione torsionale o. 
Per pp <a<p e qy<b<q, si ha 


ct 
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du 
= 4a A 
ts 8 Sr a, y) dy JE (©, b) da 
u figs ay f pyle, na, 
—b 


—a 


ed ogni integrale al secondo membro di questa uguaglianza 
è nullo come integrale di una funzione dispari. La g ha dunque 
flusso nullo attraverso FR,,, e pertanto è dotata in R di fun- 
zione coniugata y. Questa riesce continua in K+F£ in virtu 
dell’uniforme sommabilità sui segmenti coordinati contenuti 
in R delle sue derivate y,= — Py) Yy= px. Data la continuità 
di y, in R--H e di y, in RK} A, si ha 


dy De as 
Le su H; ap = 7 SU K, 


e quindi, tenendo conto della continuità di y su FR, 


de y’ 


g+ y? 
, SU FR; Y=y +Y + a , SU FE, o; 


(7) =y + 


ove y, e y designano due costanti. Ne segue, in forza del teorema 
. di SCHWARZ gia ricordato: 


IV. Il campo di regolarità T della funzione y e quindi della p 
contiene R- H+ AH=R+EFR—Y. 

Denotiamo con y,(z,y) e x(x,y) quelle ben determinate fun- 
zioni armoniche in R, continue in R+FR, che assumono 
su FR, la prima, i valori dei secondi membri delle (7), postovi 
y= j=, la seconda, su FR,,,, costantemente il valore uno 
e su FR,,,, il valore zero. Si ha allora, in R+FR, 


P =Y F Yo X(T, Y) + wo(2, Y), 


e la parità di y, Yo, x rispetto a x e a y, cioè, come diremo 
semplicemente, la parità di queste. Alla costante y potremo 
dare e daremo il valore zero. La y deve avere flusso nullo 
attraverso la Ff,,,,, dovrà cioè aversi 


(8) Yo: flusso y + flusso y, = 0. 
239 
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Quest’equazione determina yọ, poichè, in virtù del teor. II, 
è flusso y +0. Se è anche flusso y, +0, e ciò, in base al teor. II, 
avverrà certo se pè | g?<p?, la costante y, risulterà non nulla. 
Siamo ora in grado di dimostrare il teorema d’esistenza per 
il problema della torsione del prisma cavo: 

V. La funzione torsionale y, della quale il teor. I ha dimo- 
strato l’unicità, esiste, ha un campo di regolarità che contiene 
R+FR—V e le sue derivate gx, py sono continue nei vertici di Rpg 
e, se infinitamente grandi in quelli di Eeg, lo sono d’ordine 
non superiore a 1/3 rispetto alla reciproca della distanza o(x, y) 
da V. 

Dimostrazione. La funzione armonica y = yo x + Yo, CON Yo 
fornita dalla (8), ha un campo di regolarità I' contenente 
R+FR—V e, in virtù del teor. III, derivate yz, y, continue 
nei vertici di R,, ©, nei vertici di Eeg, se infinitamente grandi, 
d’ordine non superiore a 1/3, rispetto a 1/o. Verificandosi 
la (8), la y è dotata in J’ di coniugata g che risulta determinata 
prescrivendole il valore zero in un punto (a, 0) dell’intervallo 
(00, 0). Essendo pri=vy, y= —Yx, essa verifica le (1), compor- 
tandosi le sue derivate px e py, nei vertici di V, nel modo asserito 
dal teorema, risultando quindi queste uniformemente somma- 
bili sui segmenti coordinati contenuti in R. La o è dunque 
la ricercata funzione torsionale. 

Osservazione. Occorre dare un metodo di calcolo delle de- 
rivate px, py, a mezzo delle quali si esprimono gli sforzi dovuti 
alla torsione, ed anzitutto uno per 1 limiti 


lim” [|px|o"], lim” [|e,|e'*] 9). 
0->0 0>p 


Non possiedo, tuttora, alcuna nozione del valore di questi 
limiti. Dai lavori del KOTTER 7) e del TREFFTz ê) sulla torsione 


6) Con le notazioni lim’ e lim”, di uso molto più comodo delle 
lim e lim comunemente adottate, soglio indicare, ormai da più 
di un quarto di secolo, il minimo ed il massimo limite. 

7) F. Kotter: Uber die Torsion des Winkeleisens [Sitzungs- 
berischte der Kóniglich Preussischen Akademie der Wissenschaften, 
XXXIII (1908)]. 

8) E. Trefftz: Uber die Torsion prismatscher Stäbe von poly- 
gonalem Querschnitt [Math. Annalem, 82 Bd (1921)]; Uber die Wirkung 
einer Abrundung auf die Torsionspanungen in der inneren Ecke 
eines Winkeleisens [Zts. f. Angew. Math. u. Mech., Bd. 2 (1922)]. 
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del "ferro ad angolo” si possono trarre, per essi, soltanto delle 


presunzioni. 
Quanto al calcolo delle y, e py, si può pensare di effettuarlo 
attraverso quello della y e delle sue derivate vy, = —Qy; Yy=Px; 


ciò che esige il calcolo delle due funzioni y, e x e delle loro 
derivate parziali prime, molto approssimato, per queste ultime, 
su un fissato Rap(Po<0<?P; do<b<q), per ottenere la co- 
stante yo; verificante la (8), con la necessaria approssimazione. 
Ma le esperienze fatte, fin ad oggi, di tale metodo, all’Istituto 
nazionale per le Applicazioni del Calcolo, non hanno dato 
risultati che autorizzino a consigliarne l’adozione. 

3. Secondo metodo di risoluzione del problema della torsione 
per il prisma cavo. Anche per l’esposizione di questo, dobbiamo 
premettere taluni teoremi per le funzioni armoniche nella 
corona R. Com'è noto ?), ad ogni funzione «(x,y), armonica 
in R, corrisponde una ben determinata constante a[w] e due 
ben determinate funzioni u(x,y) e u'(x, y), la prima armonica 
nel campo Fp, e la seconda nel campo Rpg =C(E pg i F Apa) 
e infinitesima all'infinito, in modo che sussista, in R, la de- 
composizione in somma 
(9) w(x, y)=a log Ya? ry? + u(x, y) + u'(2, y). 

La costante a © il flusso della w attraverso FR, la fun- 
zione u è detta la componente armonica di w regolare in k,4 
e la u' la componente armonica regolare in Rpg, mfinitesima 
all'infinito. Date l’unicità della decomposizione (9) e la circo- 
stanza che le funzioni w(+2,+y), u(x, +y), w(+2,+y) sono 
armoniche, rispettivamente, in K, Ry, pa, SI ha che se w 
è pari rispetto ad una delle variabili tali sono u e u, e se 
e dispari, tali sono u e w e risulta a=0. Posto 


z=0+ty, Żżę9=T—ty, 
riescono determinate due successioni di costanti 
aglow], alw], Blo), e.g alw], Pilo], 20.3 


tali che nell’intorno circolare /° dell’origine avente per raggio 
la minore fra le quantità p e q sussiste per la u lo sviluppo 


s) Cfr., per esempio, Picone: Appunti d’ Analisi superiore [loc. 
cit. (4)], p. 293 della 12 ediz. e p. 402 della 28 ediz. 
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in serie 


u(x, y) = X [a (2t + zk) + B,(z*—28)], 
=0 
e nel campo J” complementare del cerchio avente centro 
nell’origine e raggio (pè --43)*, per w lo sviluppo 


wn- Sea] 


e, se n è pari, 


< 1 
(10) u(x, y) D (24+ 2"), w (2, y) NA (atah) 


“0 
e se è dispari 


(11) a=0, (2,9) = D Pal — 228), 


la kam di avi 
u'(©,y) = > balaa]: 
k=1 ee 


Sussistono i seguenti teoremi: 


VI. Se la funzione w(x, y), armonica in R, è pari, comunque 
st assumano le costanti a e b, con py <a<p, Go <b<q, posto 


b a 
(12) Flo] = | oz(a,y)dy + | w,(x, b)dx, 
0 0 


2 
alw] = = Faol]. 


Dimostrazione. Detta n la normale esterna alla Fita, 
risulta, data la parità di ©, 


h 


b 
OO a | osa, y) dy + Jus jar — f w(—a, y) dy — 


dn 
FR ap —b 
b a 


—b 
- foga, has =s fox y) ay +4 Jose, b) dz. 
—a 0 y 


0 
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VII. Se la funzione w(x, y) armonica m R, è pari, posto, 
per Po <a<p, W<b<q, 
b 


b 
2 
Xalol=a | o(ayjdy—5 | sla, y)dy — 


0 


(13) > 3 
2 
— f ola, b) = dx, 
; 2 
Y ablo] =b J w(x, b) dx — A | oe. b) dx — 
(14) i s g 
y? 
= f osa, y) o dy, 
0 
(15) Gablo] =Xav[o] —Yaslw], 
si ha 


La 
az[w] = pa Galo]. 


Dimostrazione. Risulta 


© a a? : a? 
Ja Xabla] = | o(a, LU aż f ora y) dy — wy(a,b) 3 = 
0 0 
b 


b b 
2 p a? 
= found +$ | ona noe = | ola ydy, 
0 È $ 


b 
© 


z Talo] = f o(a,y)dy, 


0 
a 


o ð “ye 
zp Xalo] = db Yasl®] = fo, b) da, 


0 


onde segue che G,,[w] non dipende ne da a nè da b. Dalla (9) 
$1 deduce 


Gavlo] =aG [log Va? + 95] + Gaol] + Galu], 
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ed à 
Gaollog Va? + y7] = Gaallog Px? Fy?]=0, 
Gas[u]}=lim G,[u]=0, Gas[u']=lim G,,[u'], 
a—0 a->co 


e, per 2a*> pè + @, 


Gle] = a (6, [2-%4]+ 61272). 
k=1 
Ora 
"EM dy ka? N dy aż dx 
Xaal&* Ino fitta y) pia [ca i iy +k iS + 1a ) 2k+17 
0 


l 
|Xaale >*=] X palar” |< (2k + De Sites ay Whe = 


1 


2k 4-1 dt 
ax? J (1+ ye” 
0 


j ° {2-2&]= lim W 7a — 
lim X [2 j = A_l2, *]=0, 


a->00 


donde, per k>1 


e allo stesso modo si trova che per k>l, 


lim Y [2%] = lim Y, [2,**]=0 
a->co a-p>oa 
onde segue, per k>1, G [z-*]=G@, [2 ]=0, laddove 


AE few 
æ —2 = 3 a ae aes 
G [2 7 +254] =4a CEE dx + da J We 


a 1 
a? — 31? i a=) ata. 
a ftt ma 8 ara: 
0 0 


VIII. Assegnata una funzione w(x, y), armonica in R e pari, 
condizione necessaria e sufficiente affinché esista una funzione t, 
del part armonica in R, verificante l'equazione 


(16) ty wld 
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e che riesca 
(17) Flo] Glo] =0. 


Soddisfatte queste condizioni, esiste una ed una sola fun- 
zione t*(x, Y) armonica in R e dispari, verificante la (16) e tutte 
le soluzioni armoniche di questa sono date dalla formula 


(18) T= Y t Y (2+ 2) + DIE 2) + Po (27 25) + T*(T, y), 


essendo Yo» Yis Ya; di, COStanti arbitrarie. 


À d - i Ine p 
Dimostrazione. Porremo, da ora in poi, Go 


b= for? e indicheremo con A il campo dei punti di R per 


cui py <1<p, con B quella per cul qy<Y <q, con A, e Bg i sim- 
metrici di A e B rispetto agli assi y e x. Osserviamo, anzitutto, 
che se t(z, y) è una fissata soluzione, armonica in R, della (16), 
per ogni altra tale soluzione z, risulterà (r—7),y=0 e quindi, 
in AB, t—t=5(x)+n(v), con $ funzione della sola x e 7 della 
sola y, e per l’armonicità di t—t, "(x)= —n''(y), onde segue, 
in AB e quindi in tutto F, 


t=Tt+y,+7,(2+2)+d(e—-3)+v2(2+28); 
CON Yo, Yı, Ôl; Ya COStanti che si possono scegliere ad arbitrio. 
Con ciò è già dimostrata la formula risolutiva (18). La ridimo- 


streremo, con la necessità delle (17) e con l’unicità della t*(z, y), 
al modo seguente. Sussistono, per la w, la (9) e le (10) e si ponga 


T=y log Va? + y? + v(a, y) +v'(z, Y), 


essendo v la componente armonica di 7 regolare in À,, e v’ 
quella regolare in Fag e infinitesima all’infinito. Risulterà 


1 Ja) i 
Try = z5- z | =i CSA y) sn Uxy(£, Y); 


2 „a 
74 “0 
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e pertanto, perche possa essere soddisfatta la (16), deve aversi 


Fasolo] =0 


Dies 
(19) tle =ne) vu) + (E =en. 
0 
Si abbia, in 7 e in J”, rispettivamente, 


v = > ly, zł Ha) + d,(2*—25)] ? 


k 0 
SPI 1 e fi 1) 
AE + a) rala- z) 
È ~ “0 ~ “0 - 


(o e) 


; y 
T= > 


k=1 


risultera, ivi, 


v,,= 16,1 +4 > k(k—1) [y, (27% — 282) +6, (242+ 28-2)], 


k=3 
, LL + Vy mie. pop 0 (eq 
vpn k(k +1) (ea) = +znj| o 
k=1 
e quindi, affinchè vi sussistano le (19), y=0, y,=0 (per k>3) 
yr=0 (per k>1), óÓy4,=0 (per k>1), ó0441=0 (per k>0), 
2k(2k —1) Op = Q2p—2 9 2k(2k +1) dont = Gone, per k> i 
ao =. 


Deve dunque essere G,,[0] =0 e, in F e in J” rispettiva- 
mente, 


oo 


) a 
’ se 
v = Ya +y,(2+2) +ô (2—2) +7,(2* te) pr: a 42k(2k —1) 
k=1 
2 —2k__ atk 
v 2% A+? DRE + 1} 


k=!1 


rimanendo le costanti yy, Y15 di) Ya affatto arbitrarie e de- 
terminata, per yp>=y,=6,=72=9, la soluzione armonica dispari 
della (16). 
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Dimostreremo la sufficienza delle condizioni (17), costruen- 
do, suppostele soddisfatte, la soluzione della (16), armonica 
in R e dispari. Per una tale soluzione deve, necessariamente, 
aversi, in B+ Bo; 


(20) ty(2,9) = | w(s,y)ds, 
0 
e, in A+ 45; 
y 
(21) rz(a,y) = | o(a,tjdt. 


0 


Le ry e Tx, date dalle (20) e (21), riescono armoniche in 
B+ B, e in A+ Ap- Si ha, invero, per esempio, in B+ Bo, 


Aty=wx(0,Y) + i Oyy (8, Y) ds = 
0 
= Wy(2, y) — f Oxzls, y)ds = w,(0, y) =0. 
0 
Deve pure aversi, in À, 


(22) tyle, y) = | w(s,y)ds+n(y), 


con 7(y) tale funzione di y da risultare 4t,=0 e da fornire 
per t(x, b) e t,,(z,b) i valori che fornisce la (20) in AB. Si 
traggono cosi per 7(y) le equazioni 

n” (y) + wx(a,y)=0, 


a 


(23) n(b) = f o(s,byds, n'(0)= f wy(s,b)ds, 
0 


0 


e quindi, in 4, 


ty = f »(s,b)ds+ (y—b) fonts, b) ds — 
(24) h 0 x 
— SW—1) ea, t) dt + | o(s,y)ds. 
b a 
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In virtù delle (23) la 7,, data in A dalla (24), coincide, 
in AB, con la t,, data in B dalla (20), ed ora verificheremo 
che essa, in A Bo, coincide con la 7, data in B, dalla (20) stessa. 
Basta perció accertare che, calcolando, valendosi della (24), 
Ty © Ty per y= —b, si trova, rispettivamente, 


x 


x 
fols, —b)ds, | wy(s, —b) ds. 
0 0 
Tale accertamento è immediato, in virtù della F,,[w]=0 
e della parità di w. Osserviamo che la t,, data in A dalla (24), 
ivi armonica, risulta pari in y; si ha, invero, 


a 0 53 
T, (£, 0) = fols, b) ds — [w,(a,t) dt + | wy(s, 0)ds=Faw]=0, 
0 b a 


e che, pertanto, t,, è funzione dispari di y. Dalla (16) si trae, 
m B, 


(a, y) = | ola, t)dt + E(a), 


b 
con (x) tale funzione di «a da risultare Ar, =0 e da fornire 
per t:(7, a) e t.,(7, a) i valori che fornisce la (21) in AB. Ne 
segue, in B, 
b 


t) dt + (a — x(a, t) dt — 
= fate a) p (a, t) 


(25) 4 
-f a — 8) wy(8, b as + fol æ,t)dt, 


e si verifica, come sopra, che tale 7, coincide in BA, con quella 
fornita in A, dalla (21), risultando funzione pari di x. Ripe- 
tendo lo stesso calcolo per 7, in Ag e t: in Bo, si trova 


ty(z, y) (in Ag) = —Ty(— T, Y) Talx, y) (in By) =—T;y(1, — y), 


pervenendo, cosi, alla definizione, in R, di due funzioni ivi 
armoniche 7, e ry, la prima pari in x e dispari ine y, la seconda 
dispari in x e pari in y, per le quali si ha identicamente 
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OT, e OB, 
cy da 
una funzione t continua in R verificante ivi la (16), e, dunane, 
che per le ottenute funzioni Ty e t,, riesca 


= w. Condizione necessaria e sufficiente affinche esista 


Crete, y) de + ty(a, y) dy] = 
+FR, b 
(26) Š a 
= 4 | tla, y)dy — 4 | z.(z,b)dr=0. 


0 0 


Ma si trova 


a b 


fre, b)dx =Xalo], [ty(a,y)dy =Yalo], 


0 0 


onde la (26) e verificata in virtù della G,,[w]=0. Se si vuole 
che t riesca funzione dispari, occorre prescriverle nel punto 
(a, 0) il valore zero, in seguito a che si avrà, in À, 


(w) 


(27) r=(0) | [rx(8, t)ds + zy(8, t) di], 


(a, 0) 


C designando una qualsivoglia curva regolare contenuta in R, 
congiungente il punto (a,0) col punto (x,y). In virtù della 
Gar[w]}=0 è facile verificare che la r fornita dalla (27) è dispari. 
Si ha, invero, a norma della (27), data la disparità di z, ris- 
petto a y, 
È 
t(x,0) = | t:(8,0)ds=0, 
e quindi, in A, 
y 


T(x, Y) = | ala, t) dt, 
u 
donde, per la parità di z,, rispetto a y, la disparità di t, în A, 


rispetto a y, si ha, in B, a norma della (27), 


4 % 
a= g ty(a,t)dt + | tx(s,y) ds, 
0 a ' 
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e quindi 
y 0 
z(0,y)= | rytast)dt + | tz(s,y)ds=Gaylo] =0 
0 a 
e pertanto, in B, 
r(a,y) = | tx(8,y) ds, 


0 


donde la disparità ivi di r rispetto a x. Ecc. Quanto all armoni- 
cità di r, essa segue da quella di r, e di ty, dalla quale si de- 
an JAT _oAt 
JT IY 
R, che deve essere nullo, data la disparità di Ar. 

Siamo ora in grado di dimostrare il seguente teorema con- 
cernente il problema del prisma cavo. 


=0 e quindi che At ha valore costante in 


IX. Esiste ed è unica una funzione w(x, y), armonica in R 
e pari, continua in k + H+ K, verificante le equazioni 


= H 

(28) FOR iy 
| = EASA 

(17) Fasolo] = Gasol] =0 


e tale che le funzioni w, € w, definite in R al modo seguente 


= for s,y)ds, in B+ By; 


a y 
(29) lo, = / o(s,b)ds+ (y—b) f oyte,b)as— | (y—t) w,(a, t) dt + 
0 0 b 


+ f ols, y)ds, in A; w(x, y) = — w (—zx, y), in 40; 


a 
Wo = for, t)dt, in A+A,3 
0 
b b 


(30) los = | o(a,t)dt+(a—a) | w,(a,t)dt— | (2—8) oy(8,b) ds + 
0 a 


0 


y 
ię | w(x,t)dt, in B; «(t,y) =—w,(2,—y), in Bo, 
b 
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riescano uniformemente sommabili sui segmenti coordinati conte- 
nuti in R. Costruita una tale funzione esiste, a norma del teor. VIII, 
una ben determinata funzione o, armonica in R e dispari, per - 
la quale st ha p,y =w, e questa è la funzione torsionale. 


Dimostrazione. La funzione torsionale g ha, come 
abbiamo visto, un campo di regolarità contenente K-- FR —V 
ed in tale campo risulta gx, armonica, regolare e pari, mentre 
dalle (1) sì ricava g,,=1 su H; g,y=—1, su K, ed in virtù 
del teor. VIII, che Fool Pxy] =Gasler,] =0. Sostituendo poi pxy 
in luogo di w nelle (29) e (30) si trova w,=¢,, ©ę=qg,, onde 
segue la uniforme sommabilita di o, e ©, sui segmenti coordi- 
nati contenuti in À. Dunque una funzione © che ha tutte le 
proprietà prescrittele dal teorema è data dalla g,,. Sia, vice- 
versa, una funzione che possieda tutte queste proprietà. 
Essa, in virtù del teorema di SCHWARZ, è armonica e regolare 
in un campo contenente R--FR—V, ed esiste, in forza del 
teor. VIII, una funzione o armonica e dispari in R, ivi veri- 


ficante le equazioni 
Pxy =U; Qy =W]; Fr = Ug. 


Si ha la continuità di g, in RĘH, dig, in R+K, 


De | dt=y, su H; qu=— {di=—z, su K, 
0 


nonchè la uniforme sommabilita di p, e g, sui segmenti coordi- 
nati contenuti in R. Tale funzione g e dunque la funzione 
torsionale. Siano ora w’ e œw” due funzioni che possiedano le 
proprietà prescritte dal teorema alla w, ciascuna di essa for- 
nisce, al modo ora indicato, la funzione torsionale g, e si ha 
perciò w =w" =ẸFxy. Osserviamo ora l’ulteriore teorema: 


X. Condizione necessaria e sufficiente affinchè, per una 
funzione w, armonica in R e pari, continua in R--H--K, veri- 
ficante le equazioni (17) e (28), le funzioni o; € wą, definite dalle (29) 
e (30), riescano uniformemente sommabili sur segmenti coordinati 
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contenutt in R, è che essa sia limitata nelle vicinanze di ciascun 
vertice di R,, e, se infinitamente grande net vertici di Rpa lo sia 
d'ordine non superiore a 4/3, rispetto alla reciproca della di- 
stanza o(x,y) da V. 


Dimostrazione. La condizione è necessaria. Supposto, 
invero, che per la funzione w, armonica in R e pari, continua 
in R+H+ Ke verificante le equazioni (17) e (28), le funzioni 
w, € wą siano uniformemente sommabili sui segmenti coordinati 
contenuti in R, il teorema precedente ci assicura che, in È, 
risulta w=g,,, essendo o la funzione torsionale, la cui coniu- 
gata y ha, per il teorema III in un intorno circolare C(—p, —q) 
del vertice (—p, —q) di R,, le singolarità di 


— = (0 cos 20 + log o: sen 2 0) 0°, 


designando o la distanza del punto (x, y) dal punto (—p, —9) 
e 0 l’anomalia del raggio vettore che dal punto (—p, —g) va 
al punto (x, y), rispetto all’asse con l’origine m (—p, —q) avente 
direzione e verso dell’asse z, e in un intorno circolare C(Po; 40) 
del vertice (Po, do) di Rpa le Singolarità di 


n 


— z, (000820 + logo - sen 26) 0° + 
o 


— : v 
Te > [C3p+1 sen vp) 0 + 03p+-2 o” sen (Vp + $) 0] o P 
p=0 


ove »,=3p+2?, designando go la distanza del punto (x,y) 
dal punto (Po, qo) e 0 l’anomalia del raggio vettore che dal 
punto (Po, qo) va al punto (x, y), rispetto all'asse con l’origine 
in (po, do) avente la direzione dell’asse y e verso contrario. Ne 
segue, per essere w=9,, = — Yyy = xx la limitatezza di © in 
C(—p, —q) e che se essa è in (py, 4o) infinitamente grande lo 
è d'ordine non superiore a 4/3 rispetto a 1/0, e, precisamente, 
di tale ordine se © c, +0, d’ordine 2/3 se è c, =0 e c,<0, limitata 
in C(po; Qo) 88 © QG = 67 =O. 

La condizione è sufficiente. Dobbiamo dimostrare che se 
la funzione œw, armonica in À e pari, continua in K+H+ K, 
verificante le (17) e (28), è limitata nelle vicinanze di ciascun 
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vertice di Rpg e, se infinitamente grande nei vertici di Ro, 
lo è d’ordine non superiore a 4/3, rispetto a 1/0, le funzioni 
w € w riescono uniformemente sommabili sui segmenti coordi- 
nati contenuti in R. Essendo tale uniforme sommabilita evi- 
dente in R— Rao, risultando o, e w continue in R+FAT— R, 
ci limiteremo a dimonstrarla in ik e considereremo, per 
esempio, la w, in B.Re* e pera >0. Si abbia ivi, detta o la 
distanza del punto (z, y) dal punto (po; 40), |» | <M/e*5, ne 
seguirà, per £< py, 


l= fo $, y) ds 


e, per £> po, detto N un numero positivo non superato da 
|0(2, b)|, |oyl(z,b)|, | ox(@, y) |; 


=] fo 8, b) ds + (y — b) fot b) ds — 
0 
y x 
ER Na+ | wis, y) ds 
b a 


N+ (1— 4) aN + yo z ha Sho LE 


? 


ea fa ds 3 M 3M 
i) P — (Bo (Po — 2)!8 Po 


Esiste dunque una costante positiva L, per la quale ri- 
sulta, in B- He? e per © + Po, 


|» |< adikk | ce) 
wt |x— Pol'* 

e ciò prova l'uniforme sommabilita di œw, sui segmenti contenuti 
in B- Re, paralleli all’asse x. Sia ora I un segmento, conte- 
nuto in De Ree z parallelo all’asse y e denotiamo con 7(I) 
il rettangolo limitato da I, dalle proiettanti gh estremi di J, 
ortogonalmente, sull’asse y e da quest'asse, con C(o) bito: 
circolare del punto (Po, do) di raggio o, si ha 
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f Le | dy < f fle(z,y)|dedy = 


I Ti) 
= f flo(æ, y) |dr dy + [ flot, y)|drdy < 
T(7) = C(0) T(I) C(e) 
< flot, y)|drdy+M | | ot drdy = 
T(I) — (0) C(o) 


== J [lola y) | dxdy +22 Moi. 


TU) Cl) 


(31) 


Assunto ad arbitrio un numero positivo e, denotiamo con o, 
un numero positivo tale che si abbia 27 Mo?3<e/2 e con N. il 
massimo di |@| in B- Rat —C(e.), se I ha lunghezza mi- 
nore di d(e)=e/2(a — po) N., risulta, in base alle (31), 


floldy<e, 
I 


e sussiste dunque anche Vuniforme sommabilita di o, sui 
segmenti contenuti in B- he? , paralleli all’asse y. Risultato 
definitivo della ricerca e pertanto il teorema: 


XI. Esiste ed è unica una funzione w(x, y), armonica in R 
e pari, continua in R+ H+ K, verificante le equazioni (17) e (28) 
limitata nelle vicinanze di ciascun vertice di Rpą €, se infinita- 
mente grande nei vertici di Ryo, d'ordine non superiore a 4/3, 
rispetto alla reciproca della distanza o(x, y) da V. Costruita una 
tale funzione, st può calcolare, a norma del teor. VIII, una fun- 
zione g, armonica in R e dispari, per la quale si ha, wi, Qyy =w, 
e questa è la funzione torsionale. 


Osservazioni. La risoluzione del problema della torsione 
del prisma cavo è dunque ricondotta al calcolo della sola fun- 
zione w della quale il teor. XI assicura l’esistenza e l’unicità. 
Essa è soluzione di un problema di Dirichlet di un nuovo tipo, 
assal interessante. 


Conseguito il calcolo di tale funzione, quello delle deri- 
vate g, e g, della funzione torsionale si ha per mezzo delle 
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semplici formule (cfr. la dimostrazione del teor. VIII) 


Y 
Px = | w(x, t)dt, in A+ Ag; 
0 


(32) 


C= J w(s,y)ds, in B + By. 
0 
Se le funzioni approssimanti w, nel calcolo istituito per 
questa, sono armoniche, o almeno analitiche, in R, ottenute, 
mediante le (32), le approssimanti px, in 44,8 py, in B+ By, 
si avranno pure, per prolungamenti, le approssimanti ¢,, in 
B+ Bye gy, in À + A,. Le (32) hanno il grande pregio di fornire 
una sicura maggiorazzione dellerrore di cui sono affette le 
approssimanti gp, e p, non appena sia stato maggiorato quello 
delle approssimanti w. 
Ma mi e tuttora ignoto come pervenire a cio. 


Esiste ed è unica 10) une funzione w, armonica e limitata 
in R, continua in R+H+ K, verificante le uniche condizioni 
al contorno (28), e per questa, che riesce pari, sì sa costruire 
una successione 40%) di funzioni armoniche che l’approssimano, 
puntualmente ed uniformemente, in ogni insieme chiuso con- 
tenuto in R, avendosi lim F,,[o”] (per k—oco)=F,,[a], 
lim Ga,[0®] (per k=+oo)=G,,[o]. Se si dimostrasse che 


(33) lim P,,[0®] = lim G,3[0®]=0, 
koca hœ 


se ne dedurrebbe che w è la funzione della quale il teor. XI 
assicura l’esistenza e l'unicità e si concluderebbe che gli sforzi 
ai quali è sottoposto nella torsione il prisma cavo sono, addirit- 
tura, funzioni continue in tutto RFA. Alcuni calcoli di 
esplorazione compiuti all’Istituto nazionale per le Applicazioni 
del calcolo non hanno ancora condotto ad escludere la possibi- 
lità delle (33). 

Osserviamo, infine, che se il prisma ha per sezione una 
corona limitata dai contorni di due quadrati concentrici omote- 


10) Jules Riemann, Sur le problème de Dirichlet [Annales 
de l'Ecole normale Supérieure, t. 5 (1888)]. 
24% . 


Di M. PICONE 


tici rispetto al centro, se cioè py =, e p=q, detta w(x, y) una 
funzione che possieda le proprietà considerate nel teor. XI, 
le possiede anche — w(Y, x) e sì ha pertanto w(y, x)= —w(z, y) 
e quindi wy(Y, ©) = —w,(x, y), 


Flo] = Fado] = J oxla, y) dy jo Joux, a) dx = 
0 0 


= | oz(a, y)dy— | w,(a,x) du =, 
0 0 


ed é dunque allora, sempre verificata una delle (17). 
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COMPTES RENDUS DES SEANCES DES SECTIONS 


SECTION DE CRACOVIE 


2. VII. 1946. Ważewski T. Evaluation du domaine d’exi- 
stence des fonctions implicites dans le cas des espaces abstraits. 


Considérons trois espaces vactoriels normés de Banach X, F et Z 
et dósignons par XY le produit cartésien de X et Y. Les normes des éle- 
ments zeX, yeY, zeZ seront désignées par |z|, |y| et |z|. Soit f(z,y) 
une fonction définie dans une portion # de XY, les valeurs de f apparte- 
nant, par hvpothese, a Z. 
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Nous posons: 
[f(a +h, y) —f(æ, y)| 
|r| 
Le +M ep) 
|a| 


fla +h, y)—f(a +k, IE 


all, f(x, y) = lim sup 
h/0 

all „J(r,y) = lim in 
h/0 


aaa, f(z, y) = lin sup 


h/0; k/0 |h—k| 
a4A_ f(x, y) =lim inf 3) 
ze h°0; k'O IRA] 


Les all, f et all, f seront appelés allongements contingentiels supérieur 
et inférieur de f relativement à x. Les add, f et add, f seront appelés allon- 


gements paratingentiels. 


Théorème. Admettons les hypothèses suivantes: 

1) X,Y,Z sont des espaces vectoriels normés de Banach dont Y est 
complet, 

2) aeX, bel, 

3) nous envisageons l'ensemble EC XY défini par les inégalités 
r—a|<r<+o, |y—b|<R<+w, 

4) f(x, y) est continue dans E et ses valeurs appartiennent à Z, 

5) fla, b) =0 

6) all, f(x, y) <a < + oo, ca, f(z, y) => 8 > 0 dans Z, 

7) Si f(x, y) = 0, il existe une fonction o(z) continue dans un petit voisinage 
|r—x|<ó, telle que f(x,o(x))=0 et que l'équation f(x, y) —0 est locale- 
ment équivalente à l'équation y = a(x). 


Soit S la sphère |r —a|<@p = Minimum (ER). Ceci étant admis, 


il existe une fonction continue unique (x), telle que #(a)—b, 
f(x, (x) =0 dans S. Pour une telle fonction on aura forcément 


ali w(a)<—, |v(z)—W(e)|<*|r—2| (dans 8). 
x B 8 


L'hypothèse que Y est vectoriel peut être remplacée par l'hypothèse 
qu’il soit métrique. 


Szarski J. Sur certaines inégalités entre les intégrales des 
équations aux dérivées partielles du premier ordre [à paraître 
dans les Ann. Soc. Pol. de Math., vol. XXI]. 


15. X. 1946. Szarski J. Sur une propriété asymptotique des 
integrales d'un système d'équations différentielles ordinaires [ces 
Annales, p. 161—168]. 
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22. X. 1916. Kochmański T. Algèbre des noyaux. 


La série (ou le polynôme) d’un ou de deux variables x et y peut être 
représentée par le symbole: 
(1) r-a-y'), 


ou x et y signifient des colonnes cracoviennes compoxces des puissances 


successives s™ et y"; a signifie le cracovien des coefficients de la série. 
Nous le nommons le noyau de la série (1). 

L'algèbre des noyaux définit les opérations sur les séries du type (1). 
Par ex. le produit de deux séries x-a-y par z:b'y est une série c: p'y- 
Nous nommons alors p le produit des noyaux a et b et nous écrivons: 


(2) p = (a) : (b). 


La définition de la puissance de noyau est le résultat de la multi- 
plication: 


(3) al) = (a) : (a), 

(4) ant!) — (al) . (a). 
La définition du quotient (p):(b) découle de l’équation (2). 
On tire de l'équation: 

(5) a= (x) +(x) 

la dćfinition de la racine du noyau a: 

(6) x = al), 


En se basant sur les définitions citées plus haut et sur les méthodes 
du caleul on obtient la fonction inverse pour la série x -a; ainsi que la trans- 


formation inverse pour un système de deux fonetions du type (1). 


29. X. 1946. Kolbuszewski R. et Ulam J. Algebra of 
Ternary Groups. 

An operation is considered, defined for the elements of arbitrary 
set M, which makes correspond to every three of them (the order being 


of importance) of fourth one. This „ternary multiplication“ is denoted 
with (abc) and is supposed to fulfill the condition of associativity: 


((abe) de) = (a(bcd) e) = (ab(cde)). 


The operation being inner with respect to M, M is said to be a ternary 
group with respect to this operation. Properties of this operation and the 
groups Bo defined are investigated and remarkable analogies with ordinary 


1) D’après le cours du Prof. T. Banachiewicz sur la Géodésie Su- 
périeure. 
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(binary) groups revealed, so the existence of inverse elements, viz. ful- 
filling 


(ppp!) = (pp p)=(p'pp)=p 


and vice versa, further an analoguous structure of subgroups, an analogy 
to the theorem of Jordan about the order of a subgroup etc. A passage 
to ordinary groups is furnished by the notion of a ,,section"“, i. e. the set 
of all triads with one element fixed; the last being in the middle, this set 
presents an ordinary groups defined on M, with the element inverse to 
the fixed playing the role of unit. A ternary group is said to be degenerate 
or banal, if there exists an operation, defined for pairs of elements, say (ab), 
establishing an ordinary (binary) group on M and such, that ((ab)c)=(abc), 
The necessary and sufficient condition for the banality of a ternary group 
is the existence of an element e such, that for every z the equality (exe) = x 
is fulfilled. This theorem makes it possible to give effective examples of 
non-degenerate ternary groups. The notion of ternary groups finds nu- 
merous applications, so in the theory of matrices, in the theory of certain 
transformations and especially in the theory of functions of two variables, 
where it plays a role similar to that of ordinary groups in the theory of 
functions of one variable. 


5. XI. 1946. Gołąb St. Sur la non existence des objets geo- 
metriques de quatrieme classe et a une composante [a paraitre 
dans les Prace Matematyczno-Fizyczne |. 


12. XI. 1946. Leja F. Sur une classe des fonctions homogènes 
de deux variables complexes. 


Soit R, l’espace de deux variables complexes z et y, p et q deux points 
de cet espace des coordonnées zp, y, et Ty, Yo, P l'expression } (21 Yg —Yy Ta) 
E un ensemble fermé et borné des points de À, et p= {Po Pi -Ppr un 
système des n +1 points de E. Désignons par u un point variable des co- 
ordonnées 7, y, formons les n--1 polynómes homogènes des variables z et y 


n 


up 
MJ oe — k 
1, (U; p) = M» D i—0,1,...,n 
k=0 LER 
(k=) 
et posons 
T p (u) = Ge te unag Po (u,p)|; > n=l,2,... 


On démontre que, si l’écart transfini de l’ensemble E (ce journal, 


n 
t. I2, 1934, p. 29) est positif, la suite {VT} tend dans l’espace entier Ke 


a onion 12,4) dépend de l'ensemble F. 
Elle est homogène de dćgrć 1 par rapport aux variables x, y et jouit des 
plusieurs propriétés remarquables. 


Rocznik Pol. Tow. Matam. T. XX. 25 
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19. XI. 1946. Wazewski T. Exemple d'un groupe de trans- 
formations dune droite en elle-méme dependant des quatre para- 
metres essentiels [a paraitre dans les Prace Matematyczno- 
Fizyczne]. 


26. XI. 1946. Zahorski Z. Sur un probleme de M. G. Cho- 
quet. 


Le plan complexe tout entier est unique continu C jouissant de la 
propriété suivante: toute fonction d’une variable complexe possédant 
la premiere dérivée par rapport à C, possède les dérivées de tous les ordres 
par rapport à C. 


3. XII. 1946. Ulam J. Sur la notion du centre d'un en- 
semoble. 


10. XII. 1946. Denjoy A. Sur les ensembles ranges. 


17. XII. 1946. Choquet G. Sur un théorème concernant 
les proprietes tangentielles des ensembles [Bull. des Se. Math. 
Série 2, vol. LXX, 1945]. 

Choquet G. Sur les relations entre contingent et paratingent 
[a paraître dans le Journal de Math. Pures et Appliquées]. 


21. I. 1947. Zahorski Z. Sur un probléme de M. F. Leja. 


28. I. 1947. Zahorski Z. Sur les suites des polynómes 
bornees sur un ensemble ferme. [Ces Annales, p. 215—222]. 


25. II. 1947. Wazewski T. Sur Vallure asymptotique des 
intégrales des équations différentielles I. 

4. III. 1947. Leja F. Sur un critère de régularité des points- 
frontière dans le problème de Dirichlet plan. [Ces Annales, 
p. 223— 228]. 

11. III. 1947. Krzyzanski M. Sur l’unicité dans le pro- 
bleme de Cauchy pour les équations différentielles non lineaires 
du type parabolique. 

18. ITI. 1947. Wazewski T. Sur l'allure asymptotique des 
intégrales des equations différentielles II [paru sous une forme 
plus générale dans les Rendiconti dei Lincei, août 1947]. 

Bielecki A. Sur une proprieté topologique des integrales 
d'une équation différentielle ordinaire du premier ordre. 
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25. ILI. 1947. Choquet G. Sur la recherche de la primitive 
dune fonction donnée par rapport a une autre [Comptes Rendus 
de PAc. des Sc. séance du 20 mars 1944. Voir aussi la These, 
à paraître dans le Journal de Math. Pures et Appliquées]. 


22. IV. 1947. Bielecki A. Un exemple dune équation de 
Clairaut dans l’espace avec une intégrale singulière. 


Bielecki A. Sur une propriété topologique des intégrales 
d’un système des équations différentielles ordinaires. 


29. IV. 1947. Choquet G. Sur la topologie de la represen- 
tation conforme [Comptes Rendus de l'Ac. des Sc., séances 
du 1 mars et 8 mars 1943]. 


2. V. 1947. Choquet G. Sur les résultats recents de 
M. L. Schwartz, concernant la dérivation des fonctions quel- 
conques [Resumé de L. Schwartz dans les Annales de Fac. 
des Sciences de Grenoble 1945]. 


6. V. 1947. Leja F. Sur les series de Taylor des fonctions 
de deux variables complexes. 


Conservons les notations données plus haut (séance du 12. XI. 1946: 
Sur une classe des fonctions homogenes...) et désignons par F, la borne 
supérieure du produit 

V (PoPa = [l |P Phl 
0<I<k<n 
lorsque les points p,....,p, varient arbitrairement dans E (|p,p,| désigne 
l'expression 4|%,y,— #,2,1, où æ,y, et x,,y, sont les coordonnées des 
points p, et p,) et par q0,94:--:, UN système de n+1 points de E tels qu'on 
ait LAURENT AUS Supposons que parmi les produits 


AD = [[ 9,94} i=0,1,...,m, 
k=0 
(k=?) 
Ay(q) soit le plus petit et formons les polynómes homogenes 


ug, 


v= 102,8. 
Io dk 


H,(u) =H,„(z,y) = Jf 
k=1 


Désignons par D(E) le domaine ouvert dans lequel 


lim sup V|H „(w)| <l 
n—>oa 


et soit 


o 1 
(0,0) + Š z [6,(0.0)2 + f,(0,0)y1 
1 
95% 
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la série de Taylor d'une fonction f(«,y). Supposons que cette série soit 
uniformément bornée dans un ensemble E de l'écart transfini positif et 
désignons par D(E,f) son domaine de convergence. On démontre que le 
domaine D(E) est égal au produit des tous les domaines D(E, f). 


3. VI. 1947. Marczewski E. Sur les ensembles indépendants 
et le prolongement de la mesure [a paraître dans les Fund. Math. 
35 |. 


6. VI. 1947. Picone M. Sur une application de l'analyse 
fonctionnelle au solution des équations differentielles aux dérivées 
partielles. 


Signorini A. Sur quelques résultats de la mécanique ration- 
nelle obtenus par Vauteur pendant la guerre. 


21. X. 1947. Hlawiezka S. Sur une théorie de types logiques 
fondee sur le principe de la constructivité et Villimitation de la 
création. . 


28. X. 1947. Choquet G. Isometrie des ensembles et theorie 
du contact [Mathematica 1944, pp. 29—64]. 


4. XI. 1947. Gołąb S. Sur le calcul tensoriel (conference 
populaire). 


11. XI. 1947. Leja F. Une generalisation du diametre trans- 
fini et de Vecart d'un ensemble. 


Soit R un espace métrique, p, Po. les points de À, Ek un ensemble 
fermé et compact des points de K et 


(Pi Pos ses Pa) 


une fonction de a >2 points de FA définie dans À, continue et prenant des 
valeurs non négatives. Supposons que œ soit symétrique par rapport aux 
variables py. pa, ..., Pa et qu'elle s'annule lorsque deux des points Pi» po,..., Pa 
sont identiques. Par exemple @(p,, p,) peut désigner la distance des points p, 
et Pos B(p,, Pos Pa) peut désigner l'aire du triangle des sommets py, Po Pa ete. 

Considérons un système de n>a points Pi Poo Pa de R, formons 


le produit a (Z) facteurs 


(1) Fipe Pæ- P,) = ff D (Djs Pigs» Piy) 
IQ le Core Clan u 


et les n produits a ais! facteurs 
a —!| 
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(2) A;(Pyr Pn) == [] D (py Pia’ Pigs Pi) J =1,2,...,% 


Ick ly TEE lann 
zi 


et désignons par V(E)le maximum du produit (1) lorsque les points p,,..., p, 
varient dans l'ensemble E et par 4 (E) la borne supérieure du plus petit 
des produits (2) lorsque les points Py» D, Varient aussi dans E. On dé- 
montre que les deux suites 


(a) ol 


a 
VE) VA,(E), NA La. 


tendent vers une meme limite finie r(£, ©). 

Lorsque À est le plan et ©(p;, pa) la distance des points p, et p, la 
fonction r(E, ©) se réduit au diamètre transfini de E; dans le cas où D(7,. Pa) 
désigne l’aire du triangle Up, pa, où 0 est un point fixe, r(F, ©) désigne l'écart 
de l’ensemble E par rapport au point 0. D’autres applications ont été in- 
diquées. 


25. XI. 1947. Gołąb S. Sur un problème de la métrique 
angulaire des espaces de Finsler [a paraître dans les Travaux 
de l’Académie des Mines de Cracovie]. 


2. XIL. 1947. Szarski J. Géométrie analytique en forme 
vectorielle (conférence populaire). 


9. XII 1947. Szarski J. et Wazewski T. Sur un problème 
roentgenographique de M. S. Majerek. 

En disposant des fotographies roentgeniques de la tete lnunaine de 
tous les cétés, peut-on déterminer la structure intérieure du crane, voici 
un probleme proposé par M. Stanisław Majerek, medecin de Cracovie 
qui, sous une forme élémentaire, a indiquć une méthode de solution qui 
nécessite une justification mathématique. 

Bornons-nous au cas du plan. Soit C le cercle 2?+%2<R?; D(r,g) la 
corde de C passant par le point (r-cos p, r-8ing) et perpendiculaire à la 
direction @; g(r, gp) une fonction donnée suffisamment régulière dans 
0<r<R, 0<p<a et telle que 


R 


Ip) = | g(r, p) dr = const. 
—R 


On dira qu'une fonction f(z, y) se raccorde A g(r, p) dans une direction 


lorsque 


[ fla y)de= g(r, po). 
D(r, Fu) 
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Le problème consiste à trouver f se raccordant à g dans chaque di- 
rection. Dans cette mise en équation (bien simplifiée) f(x,y)= coefficient 
d’absorbtion de la lumière au point (x, y) et g correspond au matériel photo- 
graphique. Les auteurs prouvant que pour g=0 et f sommable on a f==0 
(unicité qui subsiste dans le cas de n dimensions), en démontrant que f 
est orthogonal à chaque polynôme. Voici la méthode de M. Majerek 
étendue au terrain des équations intégrales. On dira que h(z,y) est cylin- 
drique dans une direction y, lorsque h est constante sur chaque D(r, Po). 
Soit (p,) une suite de directions partout dense sur l'intervalle (0,7). On 
pose /,— fonction cylindrique et raccordant à g dans la direction g,. Par 
définition f„,, se raccorde à g dans la direction p,,, et es est cylin- 
drique dans cette direction. Le problème consiste à examiner si f, tend 
vers une solution du problème. 


Wazewski T. Sur l’allure des intégrales des équations diffe- 
rentielles au voisinage du point singulier. 


n 
La matrice de la transformation réelle Y ZA Z (1 21, Ze. 11) 
=| 


(ou tout court Y—L(X)) sera désignée par A= la, jl. Soit E une variótć 
caractćristique róelle de A. Par dófinition meme elle est linéaire, passe 


par l’origine 0 =(0,...,0) et l’on a L(X)eË lorsque Xe Hh. Or YF=M(A) 
étant la transformation induite par Y=L(X) dans €, désignons respecti- 
vement par BAP = Levee DS p <n) et a/(1=1,...,n) les suites complètes des 
racines caractéristiques de Y = M(X) et de A. Soit R(z) la partie réelle 
du nombre complexe z. 

La variété E sera dite cohérente lorsque pour tout a, ne coincidant 
avec aucun #, Où a OU bien 


(1) R(6)<a, (j=1,..,p), 
ou bien x 
(2) R(8)> a, (j=1,..., p). 


Le nombre des a, satisfaisant à (1) sera dit index supérieur de E. On 
dira que E est negative lorsque R(g,) <0 (g= Mt p): 


Théorèine. Relativement au système 
(3) — = ff(x,.….,z,) 
supposons que: 
19 les PA= Mr r". 27] soient réelles et continues au voisinage de 0, 
2° #0) =0, i=1,...,%, 
3° j! possède au point 0 la differentielle de Stolz, 
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+ 
4° E soit une variété caractéristique de la matrice A = |a, „| ora, , = fy RE 
5° E soit cohérente, négative et son index supérieur soit égal à r. 


r-1 


Cela posé il existe une famille non vide F d'au moins co" * courbes 


intégrales C de (3) telles que 
> 
1. C—+0 lorsque t—-+co, 


i > 
2. Chaque contingent (au sens de M. Bouligand) de Cau point 0 fait 
partie de E. 


Ia projection de F sur la variété caractéristique G, déterminée par 
les racines J (j=1,..., p) et a, satisfaisant à (2), possède des points intérieurs 


-> 
(relativement à G) dans chaque voisinage du point singulier 0. 


Grace a la démonstration esquissée par M. Kuratowski, on peut 
affirmer que le nombre de dimensions de l’ensemble Z engendré par F 
est au moins égal à n—r. La démonstration du théorème s'appuie sur un 
principe topologique que j’ai indiqué précédemment (Rendiconti dei Lincei 
serie VIII, vol. III (1947), p. 210—215). 


13. 1. 1948. Leja F. Sur une propriété des suites de poly- 
nômes [à paraitre dans ces Annales 21 (1948)]. 


20. I. 1948. Gołąb N. Une statistique comparée des travaux 
publies avant la guerre par les mathématiciens polonais et par 
les mathématiciens du monde entier. 


27. I. 1948. Górski J. Sur Véquinalence de deux constructions 
de la fonction généralisée de Green. 


Dans son travail „Sur les suites des polynómes, les ensembles fermés 
et la fonction de Green“ (ces Annales 12 (1934), p. 57—71) M. F. Leja 
a construit, à l’aide d’une suite de polynómes de Lagrange, une fonction 
G(z) harmonique pour le domaine Doo contenant le point z=oo. En outre, 
il a démontré que dans le cas où la frontière F du domaine Dæ est une 
somme de continus, la fonction G(z) est la fonction classique de Green 
pour ce domaine ayant son pôle dans le point z=oo. L'auteur démontre 
que dans le cas où le diamètre transfini de la frontière F est positif, la 
fonction G(z) coincide avec la fonction généralisée de Green pour le 
domaine Deo. 


SECTION DE LUBLIN 


17. X. 1947. Bielecki A. Sur un système des ariomes dans 
l’arithmetique des nombres entiers positifs. 


Le système bien connu des axiomes de Peano est équivalent au sy- 
stème suivant: 
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le XN, 
.zeN 7) seqze N, 


. x 41D (Wy) (ye N, z=—seq y), 
. ZeN seq Zi Z. 


mG M0 — 


Les notions primitives sont 1, seq et N (l’ensemble des entiers posi- 
tifs), seq Z désigne l’ensemble de tous les éléments 7 tels que 7= «eq y, 
yeZ. : 


7. XI. 1947. Biernacki M. Sur lequation différentielle 
binome. 


Soit l'équation y + A(z)y=0 où n est pair et A(x) continue et po- 
sitive pour tout z réel. Il existe toujours une intégrale qui possède n zéros 
et le nombre » ne peut être remplacé par un nombre plus grand. 


7. XI. 1947. Mikusinski J. S. Nur le produit de compo- 
sition. 


L'auteur établit quelques proprićtes fondamentales du produit de 


composition | f(t— 2) g(r) dr. Les détails seront publiés dans le mémoire 


0 
„L'anneau algébrique et ses applications dans l'analyse fonctionnelle“ 
Annales U. M. C. S., Tome II). 


14, XI. 1947. Bielecki A. Sur une propriété des domaines 
(plans ouverts. 


Soit D un ensemble ouvert et connexe de points contenu dans un 
plan z et m une droite située sur ce plan. Nous désignons par f (Q) 
nombre de points frontières de l’ensemble 7) situés sur la droite l perpen- 
diculaire à m, tracce du point Q de la droite m sur le plan z, et par p, ($) — 
le nombre des composants connexes de l’ensemble D(A1. A 


St. Banach a démontré que f„(@) est toujours une fonction mesu- 
rable, W. Wilkosz a prouvé que la fonction g„($) est aussi mesurable. 
Il est évident que P mO) est sommable lorsque Jmn) est sommable, mais 
inversement la somnabihtć de P nd) nventraine point la sommabilité 
de f,,(Q). On peut cependant démontrer la proposition suivante. Si m;4+-m, 
et les fonctions p,, (0) et p,, (Q) sont sommables, les fonctions f,, (Q) et lm (Q) 
sont aussi sommables. ma proposition a été démontrée TU niit 
par W. Wilkoszet A. Bieleckien 1934. La démonstration de W. Wilkosz, 
tout à fait différente de celle de A. Bielecki a été présentée au cours d’une 
séance de la Section de Cracovie de la Soe. Pol. de math. en 1935). La 
proposition ne subsiste ni pour les ensembles ouverts plans non connexes, 
ni pour les ensembles ouverts connexes dans l’espace à n dimensions 
pour n->3. 
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14. XI. 1947. Mikusinski J. G. Sur quelques propriétés 
du triangle [Annales Univer. Mariae Curie-5kłodowska I (1946), 
pp. 45—50]. 


28. XI. 1947. Bielecki A. Sur une condition suffisante 
d'unicité des solutions dun système d'équations différentielles 
ordinaires du premier ordre. 

Un ensemble de droites Ew À 1, v=1,2,...,n situées dans l ćspace 
à n—+1 dimensions, sera dit pinceau de droites, si l'ensemble des points 
d'intersection de ces droites avec l’hyperplan z--1 est connexe. Nous 
appellerons champ de pinceaux une fonction qui fait correspondre a chaque 
point P d'un domaine D situé dans l'espace à n--1 dimensions un pinceau 
de droite -M(P) et intégrale du champ —toute courbe z, =g,(t), 4 <t<t, 
qui satisfait à la condition que les fonctions p,(t) Soient continues et que 
le paratingent de la courbe au point P ne contient que de droites paral- 
lèles à certaines droites du pinceau M(P). (Comparer S. K. Zaremba, 
Sur les équations au paratingent, Bull. des Sc. Math. (2) LX, mai 1936, ou 
bien O równaniach paratyngensowych, Dodatek do Rocznika Pol. Tow. 
Mat., IX, 1935. Contrairement à M. Zaremba nous n'exigeons pas ici la 
semi-continuité supérieure par rapport à l’inclusion d’un champ de pin- 
ceaux). Nous appellerons enfin différence de droites £, =A,t, $,=M,z la droite 


E,y=(A,— u)r et différence de pinceaux M et M, — l'ensemble MM, 
des différences de droites l et l, où le M et le M,. 


Proposition. Nous supposons que le champ M,(P) est défini dans 
la couche 0<t <1 et que toute courbe z= w(t), 0<t <a <1, qui est une inté- 
grale du champ My(P) pour 0<t<a, qui remplit l'égalité y (0)=0 et dont 
le contingent pour £=0 se réduit à une seule droite identique a l'axe de t, 
soit située sur cette axe. Nous supposons encore que le champ M(P) soit 
défini dans la couche 0<t<1 et qu’il satisfasse à la condition 


M(t, Eis Tą, ---,1,) M(t, Yis Yas- 4) C M, Ti — Yr Le — Yr Ea — Yn) 


Dans ces conditions, si la courbe x, = pl(t), O<t<e,<I, et la courbe 
1,= pi (t), O<t<c,<1 sont deux intégrales du champ M(P) dont les on 
tingents pour t= 0 ne contiennent qu'une seule droite ł5, on aura pi(t)s=g>(t) 
pour 0<t<c, où e= min (¢,,¢,). En ce qui concerne la démonstration, 


il suffit de remarquer que la courbe z, =% (t) = pit) — pt) est une inté- 
grale du champ #,(P) dont le contingent pour t=0 se réduit à l'axe de t. 


Comme un cas particulier nous obtenons une condition suffisante 
de l'unicité des intégrales d'un système d'équations différentielles ordi- 
naires du premier ordre, M(P) étant dans ce cas un champ d'éléments 
linéaires. On en déguit facilement le critère de l'unicité du à M. E. Kamke 
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(Differentialgleichungen reeller Funktionen, 1930, p. 139) et d'autres 
critères semblables. Les conditions de notre proposition ue sont pas néces- 


saires pour l'unicité même dans le cas d’une équation différentielle "= f(x) 


dont le second membre est une fonction continue dans <0,1). 


28. XI. 1947. Mikusinski J. G. Sur Véquation différentielle 
y” + A(s) y =0. 

Soit A(x) une fonction holomorphe dans le cercle C:|x—a|<g. Soit 
ensuite y(x) une intégrale (non nulle) de l'équation différentielle y” + A(x)y=0 
telle que y(a)= 0. Cela posé, il existe un nombre M=_M(0)>U tel que 
si |A(x)|< M dans C, l'intégrale est différente de zéro dans le domaine 
0<|r—a|<4. 


5. XII. 1947. Biernacki M. Sur quelques inégalites. 


Les suites monotones satisfont à certaines inégalités analogues à celles 
de Tschebycheff et de Minkowski. 


5. XII. 1947. Mikusinski J. G. Sur les fractions continués. 


: ig By 
S =, sosie 
"do di 


la forme 


sont des réduits successifs d’une fraction continue de 


on a 


pP? a 2 
Pont fad att 


——$ = es pour n impair. 
Von-+1 On (2P,—@,,) 


12. XII. 1947. Biernacki M. Sur les aires des domaines 
situes sur la sphere. 


L'auteur établit une formule qui permet dans certains cas d'6valuer 
les aires en question à l'aide d'une seule quadrature. 


12. XII. 1947. Biernacki M. Sur les polynômes quasi 
trigonometriques. 


L'auteur appelle ainsi les expressions de la forme: 
. 


P(x) a, COS yx +b, Sin y,x +a, €08 y,T +b, sin Jąt + -e +a, COR yt tb sin y x 
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ou 0<y <y<..…<y,. Lorsque à, b, sont réels et N(x) désigne le nombre 
des zeros de P(x) dans l'intervalle (0,7) on a des inégalités: 
lim A) x sk lan NA Z ag 


eT x IT roo An t 


La démonstration se trouve dans l'article: „Sur un problème Winter- : 
polation relatif aux équations différentielles linéaires“. Annales Soc. Pol. 
Math. 20 (1948). 


23. I. 1948. Mikusiński J. G. et Ryll-Nardzewski C. 
Sur quelques équations fonctionnelles [à paraître dans les Studia 
Mathematica]. 


30. I. 1948. Biernacki M. Sur les fonctions lentement crois- 
santes. 


L'auteur dit qu’une fonction f(x) positive et croissante dans l'inter- 
valle z<x2< 1 est lentement croissante pour x +1 lorsque le rapport 
f(z): f(z?) ne surpasse pas 4(1—z)—* ou ASO et k-—0. 

Lorsque k= 0, f(x) est dite très lentement croissante. Une fonction 
holomorphe dans le cercle |z|<1 est lentement (très lentement) croissante 
en même temps que le maximum de module W(r) dans le cerele |z| <r<1. 
L'auteur étudie l'effet de quelques opérations (p. ex. de l'intégration) 
effectuées sur les fonctions lentement croissantes (très lentements crois- 
santes) et il donne quelques exemples de ces fonctions (fonctions multiva- 
lentes, fonctions dont l'argument est borné etc.). 


SECTION DE LODZ 


10. XI. 1946. Mazur S. Sur Vespace des fonctions continues 
[a paraitre dans les Fundamenta Mathematicae, vol. 35]. 


Szmuszkowicz H. Comptes Rendus de la littérature mathe- 
matique actuclle. 


17. XII. 1946. Charzyński Z. et Otto E. Comptes rendus 
sur le congrès des mathématiciens polonais à Wrocław. 


4 


17. I. 1947. Wiśniewski F. J. Une remarque relative a la 
statistique quantique. 

On montre que les formules de repartitions de Maxwell-Planck, 
et Fermi sont des solutions particulières d'une équation différentielle 
dans l’espace statistique à six dimensions. 

L’équation cité s'obtient A partire de l'équation de Fokker pour 
un espace statistique a six dimensions 
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cp | R od 4q, + DG oJ p, 0, 
st Ody op, 


; Jp, Ap, SK . mm > TJ 


ou 


o — désigne la densitée statistique; Ag, et wi les composantes de la vi- 


9 A 
(Rs 
"4 e) 


les composantes de la vitesse du courant de ED 
En admettant que la vitesse hydrodynamique de propagation est. 
proportionnelle au gradient de l’énergie d'une particule c'est à dire que: 


ce de 
Ag, = A(1 + ig) » jąc” Ap, ™=P(1 + ih) IL 


n x ~ w 


on trouve l'équation cherché qui s'ćcrit: 


p (NIE + / OE E | 
PASZ [SVE bowers ee) 


si € et p son indépendant des coordonnées spatiales qa 
En état d'équilibre cette équation admet la solution particulière 


l | 
e h? AL. 
e Tat — $, 


qui est identique à la formule de Planck pour i= 1, à la formule de Fermi 
pour i= —1 et à la formule de Maxwelle pour 1=0. 

On peut done remplacer l'espace statistique discontinue par un espace 
statistique continue si on veut obtenire, les formules de Planck et Fermi. 
La différence entre la théorie des quantas et la théorie ordinaire consiste 
dans l’ordre d’approximation dont on tient compte. 

Si les grandeurs B, 7 et a sont des fonctions des coordonnées spatia- 
les q, on a un courant de diffusion Jq, dont on déduit facilement les expres- 
sions des intensitées du courant thermique et du courant électrique. 


17. IL 1947. Marczewski E. Isomorphie des mesures dans 
les corps de Boole. 


6. V. 1947. Mazur N. Sur les inégalités linéaires. 


L'auteur communique quelques résultats concernant les inégalités 
linćaires; ces résultats ont été trouvés en collaboration avec M. W. Orlicz 
et seront publiés dans les Studia Mathematica. 
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17. V. 1947. Académie consacrée à la mémoire du professeur 
Zenon Waraszkiewicz, décedé en 1946. 

L'académie a eu lieu en presence des personnages officiels, des membres 
de la Section de Łódź et des personnes invitées. Le diseours sur l'activité 


scientifique de prof. Z. Waraszkiewicz a été prononcé par S. Mazur. 
H. Szmuszkowicz prit la parole au nom des amis et des collegues. 


27. V. 1947. Janowski W. et Mazur 5. Comptes rendus 
de la littérature mathématique actuelle. 


9, VI. 1947. Janowski W. et Mazur S. Comptes rendus 
de la littérature mathématique actuelle. 


23. VI. 1947. Janowski W. et Mazur S. Comptes rendus de 
la littérature mathématique actuelle. 


24. XI. 1947. Charzyński Z. Sur les transformations iso- 
métriques de F-plan [à paraître dans Studia Mathematica]. 


SECTION DE POZNAN 


25. X. 1946. Witkowski J. Comptes rendus du Congrès 
Scientifique à Zürich. 


Smosarski W. Sur le volume maximum des tetraćdres 
inscrits dans Vellipsoide. 

La solution est analytique et complète, sans faire recours aux con- 
sidérations géométriques. Elle en différe de la solution connue (F. Grelle, 
Ztschr. Math. u. Physik 14 (1869), p. 378). Deux points quelconques de 
l’ellipscide satisfaisant a l’équation 

Te | Vi'Vs , *1'%a l 
a? >... 3 


déterminent un tétraedre maximun. 


20. XI. 1946. Biernacki M. Sur quelques problèmes extré- 
maux de la geometrie. 

L’auteur démontre les théorèmes suivants liés avec un théorème de 
Aumann-Kneser: 


l. Lorsque 4,,4,,...,4, désigne des points arhitraires de l’espace 
et que le point M varie dans un ensemble borné et fermé È, on a 


ws (2 MA EF 3 BY Max ILA. 
4 


MeE MEE 
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2. Dans les hypothèses de 1, Æ étant un continu, on a 


n n 

Max| JJ MA >(8(1+92)] ”. Jf Max MA,. 

ater j 44 MeE 

i=] i=1 

L'auteur a remarqué qu'il existe des théorèmes analogiques au théo- 

réme 1, dans lesquels les points A, sont remplacés par des ensembles Z, 
et les distances MA, par les fonctionnelles 4(W,2,). 


3.-XIL 1946. Orlicz W. Une généralisation d’un théorème 
de MM. S. Banach et S. Mazur [Annales de la Société Polo- 
nalse de Math. XIX (1946), p. 62—65]. 


Alexiewicz A. Sur les classes de Hausdorff [Funda- 
menta Mathematicae 34 (1947) p. 61— 65]. 


Cwojdzinski K. Orthoperspective — une affinité dans la 
geometrie 


Deux triangles 4,4444 et B BaBa sont dites orthoperspectiviques lorsque 
les droites passant par les sommets d'un et perpendiculaires sur les cotés 
de l’autre se coupent en un point (on démontre que cette relation est re- 
flexive). Deux triangles orthogonalement affins sont orthoperspectiviques. 
Pour que deux triangles dont les sommets ont respectivement les coordon- 
nées x, y, et p n, soient orthoperspectiviques il faut et il suffit que 


T1 T T3 Yi Ya Ys 
E, fa Es | + | 71 72 73 = 0, 
leg]? | legioni 


22, I. 1947. Butlewski Z. Sur les intégrales bornees des 
équations différentielles linéaires. 


L'auteur considère un système d'équations différentielles linéaires 
n 
(*) + Da a, (z= fat) (k= 1, 2,...,2), 
I=1 


où les coefficients sont des fonctions continues de variable complexe £ 


pour |£|-=|%|>0 et argt =w. 

L'auteur obtient les conditions suffisantes pour que les modules des 
intégrales de l’équation (*): Z(t), Talt), ... r (t) soient bornées à l'infini, 
dans une direction détérminée. En particulier on a le théorème suivant: 
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Si argt = w = const. et 
= m 
| 10,,()|djt]< + 00, | f,(t)|dlt| <+oo (k,l=1,2,...,n), 
[tol [tol 
les modules des intégrales x(t), Q(t), -£ p(t) de Péquation (*) sont borirées 


lorsque |ł|->0o et argt = w= const. 


12. IL. 1947. Alexiewicz A. Sur les arrangements des 
séries infinies. 

Etant donnée une série £, a,..., soit z une permutation des indices 
1,2,... qui transforme cette série en une série La HTa „te . L'auteur ob. 
met des conditions nécessaires et suffisantes pour que th permutation 
z transforme chaque série convergente en une série sominable par certaines 
méthodes de Toeplitz, vers la même somme. 


Butlewski Z. Comptes rendus de littérature. 


5. III. 1947. Jarosz M. Sur l’enseignement des mathemati- 
ques dans les lycees de Roumanie. 


16. IV. 1947. Séance consacrée 4 la discussion du projet 
de programme de l’enseignement de mathématiques dans les 
lycées. 

23. V. 1947. Alexiewicz A. Sur la convergence suivant deux 
normes. 


L'étude détaillée de la notion de convergence définie par l’auteur 
dans ces Annales, 19 (1946), p. 144 et des suites d'općrations liées avec 
cette convergence. 


22, XI. 1947. Krygowski Z. Emile Picard — sa vie et son 
oeuvre. 

Butlewski Z. Une simple demonstration de Virrationalité 
de e” [a paraitre dans Colloquium Mathematicum 1]. 

5. XII. 1947. Szezeniowski S. Comptes rendus du sejour 
scientifique en Suede. 


12. XII. 1947. Mościcki W. Congrès des Physiciens en 
Cracovie. 


24. I. 1948. Steinhaus H. Sur le contróle statistique d'une 
production à l’aide des échantillons. 
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SECTION DE VARSOVIE 


11. X. 1946. Sikorski R. Une genéralisation du théorème 
de Cantor- Bernstein [a paraitre dans les Fundamenta Mathe- 
maticae 35]. 


Zarankiewicz K. Sur le nombre de points de ramification 
dans les dendrites et graphes [a paraitre dans les Comptes 
Rendus des Séances de la Soc. des Sc. et des Lettres de Var- 
sovie, Classe LIT]. 


8. XI. 1946. Sierpinski W. Sur une proposition de A. Lin- 
denbaum équivalente à Vawiome de choix [à paraître dans 
les Comptes rendus des Séances de la Soc. des Sc. et des Lettres 
de Varsovie, Classe ILI]. 


5. XIL 1946. Denjoy A. Sur les ensembles ranges. 


24, 1. 1947. Marczewski E. Mesures à deux valeurs et 
idéaux premicrs dans les corps Wensembles [à paraitre dans 
les Comptes Rendus des Séances de la Soc. des Se. et des Lettres 
de Varsovie, Classe [LI]. 


Sierpiński W. Nur une famille des ensembles linéaires 
singuliers [a paraitre dans les Comptes Rendus des Séances 
de la Soc. des Se. et des Lettres de Varsovie, Classe III]. 


Rasiowa H. Sur certains systèmes de calcul des proposi- 
tions [a paraitre dans les Comptes Rendus des Séances de la 
Soc. des Sc. et des Lettre de Varsovie, Classe LIT]. 


7. IIL. 1947. Marczewski E. et Nosarzewska M. Sur la 
convergence uniforme ct la mesurabilité relative [Colloquium 
Math. I (1947), p. 15—18]. 


Zarankiewiez K. Sur les relations symétriques dans Ven- 
sembles fini [Colloquium Math. I (1947), p. 10—-14]. 

11. LIL. 1947. Mostowski A. Sur les valeurs des fonctions 
irigonometriques (Colloquium Math. I (1948)]. 

28. LIL. 1947. Wazewski T. Integrales asymptotiques des 
équations différentielles [à paraître dans les Comptes Rendus 
des Séances de la Soc. des Se. et des Lettres de Varsovie, 
Classe III]. 
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2. V. 1947. Tarski A. (présenté par Mostowski A.). 
Un théorème sur les nombres cardinaux [à paraître dans les 
Fundamenta Mathematicae 35]. 


Zarankiewicz K. Images reciproques des fonctions continues 
univoques et le principe de Dirichlet [a paraitre dans les 
Comptes Rendus des Séances de la Soc. des Se. et des Lettres 
de Varsovie, Classe III]. 


Sierpiński W. (présenté par Mostowski A.). Sur deux 
systèmes d'awiomes pour les espaces abstraits [à paraître dans 
les Comptes Rendus des Séances de la Soc. des Se. et des 
Lettres de Varsovie, Classe III]. 


Hadwiger H. (présenté par Mostowski A.) Remarque 
sur la décomposition des ensembles de même mesure en parties 
[a paraître dans les Comptes Rendus des Séances de la Soc. 
des Sc. et des Lettres de Varsovie, Classe III]. 


Niklibore W. Quelques remarques sur le problème de trois 
corps [à paraître dans les Prace Matematyczno-Fizyczne]. 


«1. V. 1947. Borsuk K. Compte rendu du voyage scienti- 
fique pour Princeton. 


3. VI. 1947. Cech E. Exposé des principaux résultats de 
deux Notes: (1) Cech E. et Novak J. On regular and combi- 
natorial imbedding (Casopis pro pést. matem a fysiky 72 (1947), 
p. 1—16); (2) Katétov M. On H-closed extensions of topological 
spaces (ibidem p. 11—32). 


Hlavaty V. Aspects nouveaux de la geometrie différentielle 
des espaces regles [voir le livre Hlavaty V. Differentielle Linien- 
geometrie, Noordhotf (Groningen), 1945]. 


Jarnik V. Sur quelques questions de la géométrie des nombres 
[Exposé des résultats contenues dans les travaux suivants: 
(1) Jarnik V. Dvě poznámky ke geometrii &isel, Véstnik Kral. 
C. Spol. Nauk 1941; (2) Jarnik V. et Knichal V. K hlavní 
větě geometrie čisel, Rozpravy LI. tř. Čes. Akad. 53 (1943), 
No 43; (3) Rogers C. A. A note on a theorem of Blichfeldt, 
Nederl. Akad. Wetensch. 49 (1946), p. 930--935, (4) Ro- 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 26 
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gers C. A. The successive minima of measurable sets [a paraître 
dans les publications de la London Math. Soc.]. 


Leray J. Sur Vhomologie valuée [a paraitre dans le Bulletin 
des Sciences Mathématiques (résumé) et dans le Bulletin de 
la Société Math. de France (1948)]. 


13. VI. 1947. Choquet G. Sur des résultats recents de 
M. Schwartz concernant la derivation des fonctions quelconques. 


27. VI. 1947. Choquet G. Sur Vatre des surfaces. 


4, X. 1947. Sikorski R. On a generalisation of Cantor- 
Bernstein’s theorem [à paraître dans le Colloquium Mathema- 
ticum I, 2 (1948)]. 


10. X. 1947. Sierpinski W. Remarque sur une hypothèse 
des Chinois concernant les nombres n—'(2"—2) [Colloquium Ma- 
thematicum I, 1 (1947), p. 9]. 


Sierpiński W. Sur les nombres premiers separes. 


Sierpiński W. Sur les rapports entre les proprietes fonda- 
mentales des espaces topologiques [a paraitre dans les Comptes 
Rendus de la Soe. des Sc. et des Lettres de Varsovie]. . 


17. X. 1947. Zarankiewiez K. Sur les nombres triangu- 
laires [à paraître dans le Colloquium Mathematicum I (1948)]. 


31. X. 1947. Mostowski A. Remarques sur l'indépendance 
de Vaxriome de choix [à paraître dans les Fund. Math. 35 (1948)]. 


7. XI. 1947, Rasiowa H. Sur certaines matrices logiques. 


Soient &={a,,a,,...,@,} un ensemble arbitraire composé de n éléments, 
D — un sous-ensemble de E tel que 0+ Dt E, F — une opération a deux 
arguments appartenant à E satisfaisant à la condition: 

Si a, a,€ E, alora F(a,a )e E. 

La classe ordonnée WM=([£,D,F] est dite matrice logique, E — len- 
semble des valeurs et D — l’ensemble des valeurs distinguées de M 1). Soit W(F) 
l’ensemble des expressions du calcul des propositions construites à l'aide 


d'un opórateur F d'une maniere suivante: 


(1) pe W(F) où p est une variable propositionnelle, 
(2) Si a,ge W(F), alors F(a,8)e W(F). 


1) Voir A. Tarski, Der Aussagenkalkül und die Topologie, Fundamenta 
Mathematicae 31 (1938), p. 103—134. 
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L'ensemble de toutes les expressions ae W(F), qui à chaque suhsti- 
tution des valeurs de l’ensemble FE par les variables, prennent seulement 
une valeur distinguée est dit système S(F) du calcul des propositions. On 
appelle les expressions a e S(F) théorémes du système S(F). Le système S(F) 
est vide, lorsqu'il ne contient aucun thćoreme. 

Dans le cas où une matrice M satisfait à la condition que pour 
tous a,a,e D on a F(a,„a,)e D, il existe une méthode qui permet de dé- 
cider à l'aide de la matrice M. si le système S(F) est vide ou non. Une 
-condition nécessaire et suffisante pour que le système S(F) soit vide est 
qu'il existe un sous-ensemble X de E qui satisfait à la condition suivante: 
{1) Si a,e À, alors a, none D, 

(2) Si Apa, € X, alors F(a, aj) e X. 


14. XI. 1947. Biernacki M. Sur une équation differen- 
tielle. 


5. XII. 1947. Sikorski R. et Marczewski E. Measures 
in non-separable spaces [à paraître dans le Colloquium Mathe- 
maticum I, 2 (1948)]. 


Kuratowski K. Sur le prolongement des ensembles relati- 
vement ouverts. 


Soit E un sous-ensemble fixe d'un espace métrique. Posons pour ACK: 
G(X) = Elo(x, X) <o(1z, E — X). 
x 
On montre que 


1° E-G(X)=A 
2065) A, dg A=, on a G(X)...G(X_)=0. 


[À paraître dans le Colloquium Mathematicum I]. 


12. XII. 1947. Sikorski R. On the inducing of homo- 
morphisms by mappings [a paraître dans les Fund. Math. 35 
(1948)]. 


23. I. 1948. Sierpinski W. Sur une chaine qui se décompose 
en chainons lorsqu'on lui enleve un seul chainon [à paraître 
dans le Colloquium Mathematicum]. 


Kuratowski K. Solution d'un probleme de M Choquet 
[a paraître dans Colloquium Mathematicum |. 

Il existe sur le plan un continu non dense C tel que, pour tout re- 
couvrement fini par des ensembles ouverts de diamèrte suffisamment 
petit: 

26* 
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PEG CARATTE ou 6(G,)<e, 


n? 


ON à 


n 
> 5(CG,—G) >1. 
I=1 
Ce théorème presente une solution du problème N. 2 de Colloquium 
Mathematicum I. 


30. I. 1948. Leja F. Sur certaines fonctions eatremalcs. 


Soit À un espace métrique, E un ensemble fermé et compact des 
points py, pą,... de Ki, a2 un nombre naturel fixe et OPi Par Pa) Une 
fonction non negative, continue et symétrique de a pointa variables dans Iv 
s’annulant lorsque deux des points Pi Po: Pa Sont identiques. Soit 


(1) Pa: Pa: Pn na 


un système de n>>a points de R. Formons le produit à (Z) facteurs 


V (Pp eo Pa) = II OPi Prr Pig) 
ISH Cig. Clan 
Ma) 
et désignons par ® (E) le maximum de la moyenne [FP eo Pa] ' E 
lorsque les points (1) varient dans l’ensemble E. 

On démontre que, si n-+00, la suite +v,(K)y tend vers une limite finie 
v(E,6)=>0 qui sera dite l'écart de l’ensemble E par rapport à la fonction 
génératrice @. 

Soit maintenant u un point variable dans R et (1) un système de n 


points variables dans E. Formons les » produits à ET facteurs 


(w, Pigs Pite Pi ) 
F (Us Diy Pn) : f a DENDEN i wera. ey 
ber ron (Ppp Pigs Pit" Pi) 
IKig s< igl PP || p 
lip ey) 


et désignons par F„(u) la borne inférieure du plus grand de ces produits 
lorsque (u étant quelconque mais fixe) le système (1) varie dans E. 


1 '/n—l 

On démontre que, si l'écart v(E,6) est positif, la suite {F (u)} Me È 
n=a,a+1,..., tend quel que soit ve £ vers une limite finie F(u) = F(u, E, Ø). 

La fonction F(«,F,%) jouit de certaines propriétés extrémales. Par 
exemple, 1° lorsque R est le plan, a=2 et @(p,,p,) désigne la distance 
cartésienne des points p, et ps, alors log F(u) est la fonction de Green du 
plus grand domaine connexe extérieur à E contenant le point à l'infini 
(Ann. Soc. Pol. Math. 12 (1934), p. 57—71); 2° lorsque À est l’espace de 
deux variables complexes z et y, a=2 et G(p,,P2)=4 |T1Y2—Y1%a|, OU Tp Y; 
sont les coordonnćes du point Pp i= 1,2, alors F(u) est une fonction homo- 


(XXXIII) SÉANCES DES SECTIONS 405 


gene des coordonnées z et y du point u jouissant d'une propriété extrémale 
par rapport à toutes les suites {P (x,y)}, où 


P,(7:Y) = anor ares why +o. + nd" 


uniformément bornées dans l’ensemble E (Ann. de l'Acad. Polon. des Sc. 
Techniques 7 (1945), p. 1—9). 


Sierpiński W. Sur l’équivalence des ensembles par décom- 
position en deux parties [a paraitre dans les Fund. Math. 35 
(1948)]. 

SECTION DE WROCŁAW |) 

5. VII. 1946. Nikodym O. Quelques recherches sur les corps 
de Boole. 

12. VII. 1946. Choquet G. L'aire des surfaces. 

15. XI. 1946. Drobot S. Sur les équations de la théorie de 
l’elasticite. 

22. XI. 1946. Marczewski E. Sur Visomorphie de mesures 
separables. 

29. XI. 1946. Ingarden R. Une théorie statistique de 
Vacuité de la vision I. 

6. XII. 1946. Ingarden R. Une theome statistique de 
l’acuité de la vision II. 

10. I. 1947. Stark M. Sur quelques problèmes de M. X. Ulan. 

24. I. 1947. Steinhaus H. Sur un théorème de M. Jarnik. 

Knaster B. Compte rendu du voyage scientifique pour 
Prague et Brno. 

31. I. 1947. Marczewski E. et Nosarzewska M. Sur 
la convergence uniforme et la mesurabilite relative. | 

21. IL. 1947. Marczewski E. Remarques sur la mesura- 
bilité absolue. 


Nosarzewska M. Sur les suites convergentes de fonctions 
convexes. 


1) Les résumés et les notices bibliographiques concernants les commu- 
nications présentés pendant les séances de la Section de Wroctaw ont paru 
dans le Colloquium Mathematicum I, Fase. 1 et 2, Wroctaw 1947 et 1948. 
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14. IIE. 1947. Steinhaus H. Sur un probleme élémentaire 
de M. Ulam. 

Moron Z. Sur la décomposition des rectangles en carrés non 
congruents. 

21. III. 1947. Ingarden R. Sur Vapplication d'un théorème 
de MM. Caratheodory et Klein a la microscopie électronique. 

28. III. 1947. Hartman S. Remarques sur les approxima- 
tions diophantiques linéaires homogenes. 

Perkal J. Sur la decomposition des ensembles de Vespace R" 
en ensembles a diametres diminues. 

18. IV. 1947. Nosarzewska M. Evaluation de la difference 
entre Vaire et le nombre des points à coordonnées entières des 
régions planes convercs. 

Warmus M. Évaluation de la différence entre l'aire et le 
nombre des points a coordonnees entieres des regions planes 
arbitraires. 

25. IV. 1947. Wolibner W. Sur l'application de la loi 
gencralisée de la gravitation à un système infini de masses placées 
aux sommets d'un réseau quadratique — une reproduction d'un 
travail posthume de L. Lichtenstein. 

10. V. 1947. Biernacki M. Sur les bornes de la courbure 
des cercles ou des spheres qui passent par trois ou quatre points 
d'un continu. 

Mikusinski J. Sur les moyennes de la forme y| Yqw(x)]. 

13. V. 1947. Steinhaus H. Sur la lot des grands nombres. 

16. V. 1947. Alexiewicz A. Sur les suites d'opérations 
[4 paraitre dans les Studia Mathematica 10]. 

20. V. 1947. Choquet G. Sur un théorème prolongeant les 
resultats de Batre et Denjoy. 


23. V. 1947. Choquet G. Sur le probléme de la poursuite. 


Warmus M. et Perkal J. Sur les transformations affines 
des réseaux plans et spatiaux en soi avec le changement de toutes 
les distances mutuelles. 


6. VI. 1947. Hlavaty V. Sur l’espace régle. 
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Leray J. Sur le prolongement des travaux de Tchapliquine 
sur les fluides compressibles. 

13. VI. 1947. Wilkonski A. Sur Vévaluation des modules 
des racines des équations du quatrième degré. 

21. VI. 1947. Marczewski E. L'histoire de mathématique 
en Pologne. 

11. X. 1947. Sikorski R. Sur la définition de l'intégrale 
dans les corps de Boole. | 

24. X. 1947. Steinhaus H. Rapport du voyage aux États 
Unis. 

31. À. 1947. Marczewski E. et Sikorski R. Les mesures 
dans les espaces non séparables. 

Hartman S. Sur un problème concernant les fonctions 
périodiques. 

14. XI. 1947. Warmus M. Remarques sur les développe- 
ments systématiques des nombres rationnels. 

Steinhaus H. Sur les séries potentielles aux cocfficients 
aleatoires. 

Steinhaus H. Sur un problème de M. Hartman concernant 
les fonctions périodiques. 

28. XI. 1947. Marczewski E. Sur un théorème de M. Ulam 
et sur les ensembles absolument mesurables. 

6. XII. 1947. Mikusinski J. Sur la méthode de generali- 
sation de M. Schwartz et sur la convergence faible. 

12. XII. 1947. Marczewski KE. Sur un théorème de S. Ma- 
zurkiewicz concernant les espaces de variables aléatoires. 

9. I. 1948. Ślebodziński W. La geometrie textile et les 
connexions affines. 

16. I. 1948. Ingarden R. Sur quelques problèmes topolo- 
giques dans l'optique géométrique. 

30. I. 1948. Warmus M. Sur la construction des tables de 
fonctions a grand nombre de chiffres. 

Marczewski E. Une généralisation dun théorème de 
M. Steinhaus sur l’ensemble des distances. 
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CHRONIQUE ET PUBLICATIONS 


LES CONGRESES ET LES CONFERENCES DES MATHEMATICIENS 
POLONAIS 


Du 12 jusqu’au 14 décembre 1946 a en lieu a Wroclaw 
un congres des mathématiciens polonais ainsi que Vacadémie 
consacrée a la mémoire du professeur Stefan Banach décédé 
a Lwow en septembre 1945. 

A côté de 44 mathématiciens polonais, 3 mathématiciens 
ćtrangers ont pris part a ce congrts. Pendant ce congres on 
presenta 22 communications: a savoir 9 communications au 
cours des sćances de la section A (Analyse, Géometrie diffé- 
rentielle et Mécanique rationnelle) et 13 communications au 
cours des séances de la section B (Théorie des ensembles et. 
ses applicaticns, Topologie et la Théorie des opérations). 

Les titres et les résumés des toutes les communications 
présentées pendant le Congrès paraitrons dans le Colloquium 
Mathématicum I, Fasc. 1 Wroclaw 1947. 

Le 29. V. — 31. V. 1947 a eu lieu a Cracovie un second 
congrès des Mathématiciens Polonais, ainsi que l’académie con- 
sacrée a la mémoire du professeur Stanisław Zaremba décédé 
a Cracovie en novembre 1942. Parmi les 58 participants qui 
ont pris part 4 ce congres il y avait 8 mathematiciens ćtrangers. 

On a présenté 47 ¢ommunications, a savoir 18 communi- 
cations au cours des sćances de la section A (Analyse, Algebre 
et Calcul de probabilité), 19 au cours des sćances de la section B 
(Géométrie, Topologie, Mécanique rationnelle) et 10 an cours 
des sćances de la section didactique. 

Le compte rendu du Congres paraitra comme supplément 
aux ces Annales. 

Pendant le Congres a Cracovie le 30. V. 1917 a eu lieu la 
premiere conférence des mathématiciens polonais en matiere 
de l’enseignement des mathématiques dans les Universités 
Polonaises. 

Les deux autres conférences des Mathématiciens Polonais 
consacrées au même sujet ont eu lieu à Varsovie le 24. VI. 1947 
et le 26. IX. 1947. Les délégués de toutes les Universités Po- 
lonaises ont pris part à ces conférences. 
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LES CHANGEMENTS PERSONNELS AUX CHAIRES DES 
MATHÉMATIQUES DANS LES ECOLES SUPERIEURES POLONAISES 


Dr Adam Bielecki suppléant de professeur à l’académie 
des Mines avec les Facultés Politechniques à Cracovie a été 
nommé suppléant de professeur de la logique mathématique 
et des fondéments des mathématiques à l’Université de Lublin. 

Dr Jan G. Mikusinski a été nommé professeur des mathé- 
matiques à l’Université de Lublin. 

Dr Andrzej Mostowski suppléant du professeur de la 
philosophie de la mathématique à l’Université de Varsovie 
a été nommé professeur de la philosophie de la mathématique 
à l’Université de Varsovie. 

Dr Władysław Niklibore professeur des mathématiques 
à l’École Politechnique de Varsovie a été nommé professeur 
des mathématiques à l’Université de Varsovie. 

Dr Jerzy Słupecki suppléant du professeur de Ja logique 
a l’Université de Lublin a été nommé professeur de la logique 
et de la méthodologie à l'Université et à l’École Polytechnique 
de Wroclaw. 

Dr Witold Wolibner a été nommé suppléant du professeur 
de la mécanique rationnelle à l’Université et à l’École Poly- 
technique de Wroclaw. 

Dr Zygmunt Zahorski, adjcint a l'Université de Craco- 
vie, a été nommé Suppleant du professeur des mathématiques 
a l’Université de Cracovie. 

Dr Eustachy Zvliñski professeur des mathématiques 
a l’Université de Lwów a été nommé professeur des mathé- 
matiques à l'École Polytechnique de la Silesie (à Gliwice). 


HABILITATIONS 
L'Université de Cracovie. Dr Jacek Szarski. Dissertation: 
O pewnych nierównościach związanych z równaniami różniczko- 
wyma cząstkowymi. Ce travail paraitra en deux parties dans 
les Annales de la Soc. Pol. de Mathématique XXI: 1) Sur 
certaines inégalités entre les intégrales des équations aux dérivées 
partielles du premier ordre, 2) Sur certaines inégalités differen- 
tielles aux dérivées partielles du premier ordre. 
Dr Zygmunt Zahorski. Dissertation: O zbiorze punktow 
nieróżniczkowalności dowolnej funkcji jednej zmiennej rzeczy- 
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wistej (Sur Vensemble des points dans lesquels une fonction 
arbitraire Vune variable réelle n’est pas differentiable). 


THÈSES DE DOCTORAT 


L'Université et l’École Polytechnique de Wrocław: 

Stefan Drobot: Sur les équations de la theorie de Velasticite, 
Colloquium Mathematicum 1, Wroclaw 1947, p. 38 (résumé). 

Stanisław Hartman: O pewnych zagadnieniach związanych 
z pojęciem niezależności (Sur quelques problèmes concernant 
l'indépendance des nombres, des ensembles et des fonctions). 
Une partie de résultats se trouve dans la communication: 
Sur deux notions de fonctions indépendantes, Colloquium Mathe- 
maticum I, 1 (1947), p. 19—22. Les autres résultats se trou- 
vent dans les mémoires: Sur l'indépendance stochastique de 
familles densembles (a paraître dans Comptes Rendus de la 
Soc. des Sc. et des Lettres de Wroclaw I (1948)) et Sur les 
bases statistiques (à paraître dans les Studia Mathematica 10 
1948). 

L'Université de Varsovie: 

Zygmunt Charzynski: Sur les fonctions extremales dans 
les familles de fonctions univalents (a paraître dans les Prace 
Matematyczno-Fizyczne 1948). 

MATHEMATICIENS POLONAIS A L'ETRANGER 

Prof. Dr Wacław Sierpiński invité “par l'Université de 
aris a donné en mars 1947 une conférence a l’Institut Henri 
Poincaré sur les ,, Nouvelles recherches sur l'axiome du choix” 
et, invité par le Comité de Direction du Centre d'Études de 
Logique Symbolique il à eu en mars 1947 une conférence sur 
L'hypothèse généralisée du continu et Variome du choix”. 

Prof. Dr Hugo Steinhaus délégué par l'Université et 
l'École Polytechnique de Wrocław prit part à la célébration 
du 200-anniversaire de l’Université de Princeton (U.S. A.). 

Prof. Dr Kazimierz Kuratowski, invinité par le Kings 
College à Londres a donné en septembre 1946 une conférence 
sur la situation des mathématiques en Pologne pendant et 
apres la guerre ainsi qu’une communication sur Papplication 
des méthodes homotopiques à la théorie des fonctions. 

Prof. Dr Bronislaw Knaster, invité par le Ministre de 
l’Instruction Publique de la République Tchecoslovaque a pro- 
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noncé en automne 1947 des discours dans-les universités de 
Prague et de Brno. 

Prof. Dr Karol Borsuk invité par R Institute for Advanced 
Study, Princeton (U.S. A., N.J.) prit part a la conférence 
sur les problemes des mathématiques, qui a eu lieu a Prin- 
ceton en décembre 1946. 

Prof. Dr Otto Nikodym et Dr Stanistawa Nikodym ont 
passé lannće 1946/47 en France et en Grande Bretagne en 
collaborant avec les mathématiciens francais et anglais. 

Dr Władysław Wrona est parti pour l’Angleterre dans 
le but scientifique, a titre du boursier de British Ccuncil. 


MATHEMATICIENS ETRANGERS EN POLOGNE 


Dr Renato Cacciopoli, professeur a l’Université a Naples 
prit part au Congres des Mathématiciens Polonais a Cracovie 
(mai 1947). 

Dr Gustave Choquet, membre de l’Institut Français 
à Cracovie a passé l’année 1946/47 à Cracovie, Varsovie et 
Wroclaw en collaborant avec les mathématiciens polonais. 
Outre les cours des mathématiques à l’Institut Francais de 
Cracovie il a eu des cours a l’Université de Cracovie et quelques 
conférences aux Universités de Varsovie et Wroclaw. 

Prof. Dr Edward Cech a prit part au Congres des Mathé- 
maticiens Polonais à Cracovie (mai 1947), et il a eu une confé- 
rence a la séance de la Société Polonaise de Mathématique 
à Varsovie (3. VI. 1946). 

Prof. Dr Arnaud Denjoy, Paris a pris part au Congrés 
des Mathématiciens Polonais a Wrocław (décembre 1946), et 
passć quelques jours a Cracovie et Varsovie et il a eu une con- 
fórence 4 la séance de la Société Polonaise de Mathématique 
a Varsovie (5 décembre 1946). 

Prof. Dr Vaclav Hlavaty, (Prague) a prit part au Congrés 
des Mathématiciens Polonais a Cracovie (mai 1947) et il a eu 
des conférences aux séances de la Société Polonaise de Mathé- 
matique à Varsovie (3. VI. 1947) et à Wrocław (6. VI. 1947). 

Prof. Dr Vojtech Jarnik (Prague) a prit part aux Con- 
grèses des Mathématiciens Polonais a Wrocław (décembre 1946) 
et Cracovie (mai 1947) et il a eu des confćrences a la séance 
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de la Société Polonaise de Mathematique a Varsovie (3. VI. 1947) 
et à l'Université et. Ecole Polytechnique à Wroclaw 
(7. VI. 1947). 

Prof. Dr Jean Leray (Paris) a prit part au Congres des 
Mathématiciens Polonais a Cracovie (mai 1947) et il a eu des 
conférences aux séances de la Société Polonais de Mathéma- 
tique a Varsovie (3. VI. 1947) et Wroclaw (6. VI. 1947). 

Prof. Dr Mauro Picone (Rome) a prit part au Congres 
des Mathématiciens Polonais a Cracovie (mai 1947). 

Prof. Dr Antonio Signorini (Rome) a prit part au Congres 
des Mathématiciens Polonais a Cracovie (mai 1947). 


PRIX ET DISTINCTIONS SCIENTIFIQUES 


L'Université de Bordeaux a conferé en mai 1947 a Prof. 
Dr W. Sierpiński le titre du Docteur honoris causa. 

Iv Accademia Nationale dei Lincei à Rome a élu Prof. 
Dr W. Sierpiński membre ćtranger. 

L'Académie Polonaise des Sciences et des Lettres a Cra- 
covie a élu Prof. Dr M. Biernacki, Prof. Dr S. Mazur et 
Prof. Dr W. Niklibore membres correspondants. 

La Société des Sciences et des Lettres de Varsovie a élu 
Prof. Dr E. Marczewski, Prof. Dr A. Mostowski et Prof. 
Dr T. Ważewski membres correspondants. 

La Socićtć Polonaise de Mathematique, grace a une sub- 
vention accordée par le Ministère de | Instruction Publique, 
a fondée pendant le Congres a Wrocław (décembre 1946) trois 
prix scientifiques annuel, pour les meilleurs travaux mathe- 
matiques publićes par les membres de la Societe. Ces prix 
ont été nommós (afin de célébrer trois éminents mathemati- 
ciens polonais décédés dans la période de la deuxieme guerre 
mondiale): le prix de Stefan Banach, le prix de Stefan Mazur- 
kiewicz et le prix de Stanistaw Zaremba. 

Pour la premiere fois ces prix ont été accordés en janvier 1947 
aux MM. K. Kuratowski (le prix de Mazurkiewicz, pour 
le travail Théoremes sur Vhomotopie des fonctions continues de 
variable complexe et leurs rapports a la theorie des fonctions 
analytiques, Fund. Math. 33 (1945), p. 316—367), W. Sier- 


pinski (le prix de Zaremba, pour l’ensemble de travaux 
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publiés dans Acta Academiae Pontificae, Atti della reale Acca- 
demia delle Science di Torino et dans Fundamenta Mathema- 
ticae 33 (1945)), et H. Steinhaus (le prix de Banach, pour 
le travail Sur la division des ensembles de l’espace par les plans 
et des ensembles plans par cercles, Fund. Math. 33 (1945), 
p. 245—263). 

Pour la deuxieme fois ces prix ont été accordés en mai 1947 
aux MM. M. Biernacki (le prix de Banach, pour les travaux 
Sur les fonctions univalents et k symetriques, Bull. des Se. Math. 69 
(1946) et Sur les fonctions en moyenne multivalentes, Bull. 
des Se. Math. 70 (1946)), K. Borsuk (le prix de Mazurkie- 
wiez, pour le travail On the decomposition of manifolds into 
products of curves and surfaces, Fund. Math. 33 (1945), p. 273— 
298) et le livre Geometria Analityczna w n wymiarach) et 
F. Leja (le prix de Zaremba, pour le travail Sur le domaine 
de convergence des séries des polynómes homogènes a deux va- 
riables, Annales de PAcad. Pol. des Se. Techniques 7 (1939—45), 
p. 1—9). 

Le Ministere de l'Instruction Publique a fondé trois prix 
scientifiques annuels pour les meilleurs travaux mathéma- 
tiques publiés par les mathématiciens polonais dont l’âge ne 
dépasse pas 10 ans. Ces prix ont été accordés pour la premiere 
fois en décembre 1947, conformément a la proposition de la 
Société Polonaise de Mathématique: Le premier prix a M. Z. Za- 
horski, pour le travail Sur les ensembles des points de diver- 
gence de certaines intégrales singulieres, Annales de la Soc. Pol. 
de Math. 19 (1947), p. 66—105. Le deuxieme prix a M. A. Mo- 
stowski pour le travail On definable sets of positive intcgers, 
Fund. Math. 34 (1947), p. 81—112. Le troisieme prix a M. A. Ale- 
xiewicz pour les travaux: On Hausdorff classes, Fund. Math. 34 
(1947), p. 61—65 et Linear operations among bounded measurable 
functions, Annales de la Soc. Pol. de Math. 19 (1947) p. 140—160 
et 161—164. 


LIVRES ET PERIODIQUES PARUS 


Annales de la Société Polonaise de Mathematique, vol. XIX 
(Kraków 1947, Instytut Matematyczny U. J., ul. Św. Jana 22, 
p. 251--2). Contient 10 travaux de 8 auteurs. 


414 CHRONIQUE ET PUBLICATIONS (XLII) 


Colloquium Mathematicum, vol. I, fasc. 1 (Wroclaw 1947, 
Gmach Politechniki, p. 64). Ce nouvel périodique mathématique 
polonais fut fondé par M. Edward Marezewski. Le Comité 
de Rédaction se compose de MM. B. Knaster, E. Marezew- 
ski, H. Steinhaus et W. Slebodzitski professeurs de 
l'Université et de l’École Polytechnique de Wrocław. 
M. E. Marczewski est le rédacteur en chef. Le fasci- 
cule 1 contient: 7 travaux de 7 auteurs, une liste conte- 
nante 20 problemes non rćsolus, comptes rendus des sćances 
de la Section de Wrocław de la Soc. Pol. de Math. et une 
Chrenique. 

Comptes Rendus des Séances de la Societe des Sciences et des 
Lettres de Varsovie, vol. 33—38, 1940—1945 (Classe III), p. 16. 
Warszawa 1946, Imprimeur-Editeur Towarzystwo Naukowe 
Warszawskie. 

| Fundamenta Mathematicae, vol. 34 (Warszawa 1947, Semi- 
narium Matematyczne U. W., ul. Hoża 69, p. IV + 332). Con- 
tient 34 travaux de 18 auteurs. 

Banach S. Mechanika w Zakresie Szkół Akademickich, 
Vol. I, p. IX +234 +7 et vol. II, p. 320. Édition IL, réimprimée 
d’après l’édition I. Monografie Matematyczne vol. VIII. Spol- 
dzielnia Wydawnicza „Czytelnik” 1947 (imprimé en Suede 
dans les cadres du don du Gouvernement Suédois pour la 
réconstruction culturelle de Ja Pologne). 

Krysicki W. Jak liczono dawniej i jak liczymy dziś, p. 32. 
Wiedza Powszechna. Z cyklu „Matematyka dla każdego”, 
Fasc. II, Spółdzielnia Wydawnicza „Czytelnik, Łódź 1947. 

Krysicki W. et Włodarski L. Całki wielokrotne. Równania 
różniczkowe zwyczajne. Zbiór zadań, p. 157 (litographié). Ko- 
misja Wydawnicza Bratniej Pomocy Studentów Politechniki 
Łódzkiej, Łódź 1947. 

Leja F. Rachunek różniczkowy è całkowy ze wstępem do rów- 
nań różniczkowych, p. VIIL+ 300. Kraków 1947, Oddział Kra- 
kowski Polskiego Towarzystwa Matematycznego, Kraków, ul. 
Św. Jana 22. 

Leja F. Funkcje analityczne i harmoniczne, p. III 4-271 
(litographić). Kółko Matematyczno-Fizyczne U. J., Kra- 
ków 1948. 


(XLIII) CHRONIQUE ET PUBLICATIONS 415 


Otto E. Geometria wykreślna, p. 297 (litographié). Komisja 
Wydawnicza Bratniej Pomocy Studentów Politechniki Łódz- 
kiej, Łódź 1946. 

Otto E. Matematyka wyższa, wykłady na Wydziale Che- 
micznym Politechniki Łódzkiej, vol. I et II, p. 427 (litographié). 
Komisja Wydawnicza Bratniej Pomocy Studentów Politechniki 
Łódzkiej, Łódź 1947. 

Pogorzelski W. Zarys rachunku prawdopodobienstwa i teorii 
błedów, p. 80 (litographié), Warszawa 1947, Wydawnictwo 
Bratniej Pomocy Studentów Politechniki Warszawskiej. 

Pogorzelski W. Zarys teorii elektryczności i magnetyzmu, 
p. 202 (litographić), Warszawa 1947, Wydawnictwo Bratniej 
Pomocy Studentów Politechniki Warszawskiej. 

Sierpinski W. Zasady algebry wyższej. Z przypisem A. Mo- 
stowskiego Zarys teorii Galois, p. XII+4137, Warszawa— 
Wrocław 1946. Monografie Matematyczne, vol. XI. 

Sierpiński W. Wstęp do teorii, mnogości i topologii, p. 136, 
II ćdition complétée. Warszawa 1917, Państwowe Zakłady 
Wydawnictw Szkolnych. 

Sierpiński W. Rachunek różniczkowy, poprzedzony bada- 
niem funkcji elementarnych, p. 267 + XII. Edition II, réimprimée 
d’après l’édition I. Monografie Matematyczne vol. XIV. Spół- 
dzielnia Wydawnicza „Czytelnik” 1947 (imprimé en Suède 
dans les cadres du don du Gouvernement Suédois pour la 
reconstruction culturelle de la Pologne). 

Wilkowski R. Elementy matematyki wyższej, dla początku- 
jących i samouków. Preparć a imprimer par 8. Gołąb. War- 
szawa 1947, „Czytelnik”. 


ANALYSES 


Leja F. Rachunek różniczkowy À całkowy ze wstępem do równań 
różniczkowych (Calcul différentiel et integral avec l’introduction 
a la théorie des équations différentielles). Kraków 1947, 


pp. VILI- 300. 


Le livre est consacré avant tout aux étudiants de mathématiques 
dans les universitós polonaises. Il est diviać en 12 chapitres, dont la dispo- 
sition se prósente comme il suit: 

La connaissance des nombres réels, de la notion de la puissance avec 
un exposant réel arbitraire et des logarithmes étant supposé connue, le 
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chapitre I donne un résumé rapide de ces sujets ainsi que quelques pro- 
priétés des fonctions élémentaires. 

Le chapitre II est consacré à la notion de la limite et de la continuité, 
tandis que le chapitre III concerne la notion de la dérivée et de la diffé- 
rentielle des fonctions d'une variable réelle. Dans le chap. IV la formule 
de Taylor et ses consćquences les plus importantes sont discutćes. La 
chapitre V donne une esquisse sur les fonctions des deux et plusieurs 
variables. I] contient la théorie des fonctions implicites. 

Les applications du calcul différentiel à la géométrie forment l’objet 
du chap. VI. Le chapitre VII contient l'exposé de la théorie des sérics 
à termes constants et variables et en particulier celle des series entières, 
les formules de Taylor et Mac-Laurin pour les fonctions d'une et plusieures 
variables etc. 

La notion de l'intégrale indéfinie ainsi que les méthodes élémentaires 
de l'intégration forment l’objet du chapitre VIII, tandis que le chapitre IX 
est consacré à la notion d'une fonction intégrable au sens de Riemann. 
En adoptant la définition classique l’auteur introduit les intégrales su- 
périeure et inférieure de Darboux, ce qui lui permet de donner des dé- 
monstrations rapides. On trouve aussi des remarques relatives à la théorie 
de la mesure des domaines (au sens de Jordan), ainsi que les applications 
aux divers problemes de géometrie. 

La thćorie des séries de Fourier et quelques remarques générales 
sur les séries orthogonales sont exposées d'une manière très courte et très 
élégante. L’auteur se contente de la discussion de la convergence des séries 
de Fourier pour les fonctions monotones ou dérivables, tandis que — la 
notion de la sommabilitć C, étant introduite — le théorème célèbre de 
Fejer est envisagć comme principal dans le champ des fonctions continues. 
On trouve dans ce chapitre quelques remarques sur la fonction P ainsi 
que la formule de Stirling avec une démonstration jolie de M. B. van 
der Waerden. 

Le chapitre X est consacré aux intćgrales doubles et multiples et le 
chap. XT aux intćgrales curvilignes et des surfaces. Les formules de Green 
et de Stokes se trouvent démontrées sous des conditions assez restrictives 
mais avec toute la rigueur indispensable. La formule de Green (à deux 
dimensions) sert aussi de base pour la démonstration du théorème sur le 
changement des variables dans les intégrales doubles. 

Les quelques types d'ćquutions différentielles ordinaires ainsi que 
le théorème de l’existence de la solution de celles-ci, démontré par la me- 
thode des approximations successives, terminent le dernier chapitre du 
livre. 

L’exposé rapide (mais tres clair) a permis à l’auteur d’accumuler 
dans le petit livre une foule de sujets, qui sont discutés avec la rigueur 
moderne; les considérations de caractére intuitif qui précedent les démon- 
strations plus difficiles ainsi qu'un grand nombre d’exercises (avec les 
les indications et réponses) facilitent la tache des lecteurs. 


W. Nikliborc. 
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Dr Wacław Sierpinski, Profesor Uniwersytetu Warszaw- 
skiego, Członek Polskiej Akademii Umiejętności. Zasady algebry 
wyższej z przypisem Docenta Dra Andrzeja Mostowskiego 
Zarys teorii Galois. Monografie Matematyczne, vol. XI, War- 
szawa— Wrocław 1946. 


L'ouvrage de M. le Professeur Sierpiński répond à un besoin actuel 
pressant, un besoin qui d’ailleurs ne date pas d’aujourd’hui car depuis 
le livre de Jean Sniadecki (1783) il n’est apparement paru aucun Traité 
d’Algèbre Supérieure écrit en polonais et complet !). Écrit très clairement 
le livre de M. Sierpinski est accessible même aux personnes dont les notions 
de mathématiques ne sont pas étendues, par exemple il n’est pas nécessaire 
de connaitre la calcul différentiel car la notion de la dérivée n’est jntro- 
duite que d'une façon formelle. Contrairement à la plupart des Traités 
d’Algébre étrangers l’ouvrage de M. Sierpinski contient un très grand 
nombre d'exemples et d'exercices dont les degrés de difficulté sont variés, 
ce qui est un avantage inappréciable. Le livre de M. Sierpinski, excellent 
au point de vue pédagogique, contient aussi tout en étant accessible aux 
étudiants de la première année, plusieurs développements et détails nou- 
veaux ou peu connus et qui peuvent intéresser les savants. 

L'ouvrage commence par un exposé assez bref mais excellent de la 
théorie des permutations et des déterminants, il contient tous les théo- 
rèmes les plus importants relatifs A ce sujet. On doit signaler une méthode 
curieuse qui ramene le développement d'un déterminant quelconque au 
calcul du déterminant de Van der Monde. Après avoir exposé l’ancienne 
méthode de Chid l’auteur présente, pour la première fois dans un Traité 
d’Algèbre, la méthode du calcul des déterminants de M. Banachiewicz 
(dans cette méthode on considère le déterminant donné comme le produit 
des deux déterminants dont tous les éléments au-dessous de la diagonale 
principale sont nuls). L'auteur applique ensuite la théorie des détermi- 
nants à la résolution des systèmes des équations linéaires, on obtient di- 
rectement la solution du problème dans le cas général sans passer par 
l'intermédiaire du cas particulier des équations homogènes; parmi les 
exemples l’un des plus curieux est celui où l'on forme les déterminants 
égaux aux nombres de Fibonacci; l’auteur s'occupe aussi de la résolution 
des systèmes des équations linéaires par „la méthode des coefficients 
égaux“ de Clasen (1888) qui n'exige pas l'emploi des déterminants. Après 
avoi exposé les éléments de la théorie des substitutions linéaires et les 
notions fondamentales du calcul des matrices l'auteur développe, pour 
la première fois dans un Traité d’Algébre, la théorie des cracovians de 
M. Banachiewicz et son application à la résolution des systèmes des 


1) Parmi les ouvrages anciens on doit citer le livre „O rozwiązywaniu 
równań liczebnych* de M. Sochocki, une traduction d’Algébre de Weber 
par S. Dickstein et quelques livres sur les déterminants dont le plus 
grand était celui de M. Baraniecki (1879). 
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équations linéaires. L'auteur s’oceupe ensuite de la théorie des nombres 
complexes et il applique à la démonstration du théorème fondamental 
d'Algebre par la méthode de Cauchy. Le Chapitre VIII: „Les polynómes* 
contient d’abord la théorie de la divisibilité des polynómes d'une variable, 
on démontre à cette occasion le théorème de Taylor dans le cas des poly- 
nómes et l’on forme le déterminant de Sylvester des deux polvnòmer, 
on établit aussi les formules d'interpolation de Newton et de Lagrange 
et le critère d'irrćductibilitć d'Eisenstein. Parmi lea détails intéressants 
nous trouvons la méthode de Runge du calcul de la valeur numérique 
d'un polynôme, la formule de A. S. Bang (1940), le théorème d'inter- 
polation de S. Bernstein et le théorème peu connu de Chtodowski 
d'après lequel toute fonction continue dans l'intervalle 0<x<1 y est 
limite d’une suite des polynómes à coefficients entiers. On étudie ensuite 


la divisibilité des polynômes de plusieurs variables, en particulier on expose 


, . , Q ° ` n—1 
une méthode intéressante qui consiste à poser x, =z, Ho =I, ET 19, 


(le problème se ramène alora au cas d’une seule variable) et l’on fait voir 
que le déterminant considéré comme fonction des n? variables est irré- 
ductible. L'auteur montre ensuite qu’une forme quadratique à n variables 
peut être réprésentée comme la somme d'au plus 2 carrés des formes linéaires. 
Il serait souhaitable de compléter ce résultat dans une prochaine édition 
par la démonstration de la loi d'inertie. Après avoir indiqué les méthodes 
de la décomposition des fractions rationnelles en des éléments simples 
l'auteur consacre le Chapitre IX à la théorie des polynómes symétriques, 
en particulier il y expose les démonstrations de Cauchy et de Waring 
du théorème fondamental et il écrit le tableau complet des fonctions syme- 
triques jusqu’au 5 degré. Dans le Chapitre X l'auteur s'oecupe de la réso- 
lution des équations des 2, 3 et 4 degrés en appliquant la théorie à de 
nombreux exemples numériques. En ce qui concerne l'équation du 4 degré 
il expose, parmi les autres, la méthode de Ferrari et sa modification due 
à Jean Śniadecki; ce Chapitre contient aussi une étude de la transfor- 
mation de Tchirnhausen. Le Chapitre XI est consacré aux équations 
binómeś z? — 1 = 0, on étudie surtout les cas particuliers où 2<10 et n= 17. 
L'auteur passe ensuite (Chap. XII) à la théorie des nombres algébriques. 
Après avoir montré que les racines d'une équation à coefficients algébri- 
ques sont encore des nombres algébriques il démontre le théorème de Liou- 
ville sur Vapproximation des nombres algébriques par des nombres ration- 
nels et il indique une généralisation récente de ce réaultat due à A. Thue 
(1909). L'auteur reproduit ensuite la démonstration de Liouville de l’exi- 
stence des nombres transcedants et il cite quelques résultats nouveaux 
de Gelfond et de Schneider (1934) relatifs à ce sujet. Dans le même 
Chapitre on trouve aussi une démonstration de l'inégalité (e— pq!) <q * 
qui ne fuit pas l'usage de la theorie des fractions continues. Le Chapitre XIII 
contient la théorie des corps numériques. 

Après avoir exposé la théorie des polynómes irrćductibles dans un 
corps donné et celle de Padjonetion l’auteur montre que toutes les racines 
de l’équations binome du n-eme degré s'expriment à l'aide des radicaux 
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dont les degrés sont moindres que n. Dans le Chapitre XIV nous trouvons 
les démonstrations de quelques impossibilités. On y démontre, par exemple, 
VPimpossibilité de la résolution de l'équation irréductible du 3 degré a coeffi- 
cients rationnels à l’aide des radicaux carrés, il en résulte en particulier 
l'impossibilité de la construction des polygones réguliers à 7 ou 9 côtés 
et de la trisection de Pangle à l’aide de la règle et du compas; on démontre 
aussi l'impossibilité de la résolution d'une équation irréductible du 3 degré 
à coefficients rationnels et dont toutes les racines sont réelles à l’aide des 
radicaux réels. Ce Chapitre contient cependant aussi un résultat positif: 
tout nombre algébrique réel du degré <4 peut être construit à l’aide de 
la règle, du compas et de la parabole y= 22. L'auteur s'occupe aussi de la 
quadrature du cercle et il cite le paradoxe de Banach-Tarski (1924): 
il existe une décomposition de la sphère en un nombre fini des parties dont 
on peut construire un cube d'un volume arbitraire. 

Dans le Chapitre XV on étudie les systèmes des deux équations à deux 
inconnues en exposant les méthodes de Fermat et celle de Sylvester 
(le déterminant de Sylvester A(x) étant du poids mn par rapport à ses 
éléments il serait facile de montrer que dans le car où f(x,y) et g(x,y) sont 
de degrés m et n respectivement par rapport à l’ensemble des deux va- 
riables R(x) est de degré mn au plus, on obtiendrait ainsi le théorème de 
Bézout). L'auteur traite ensuite dans le Chapitre XVI la séparation et 
le calcul des racines des équations numériques à l’aide du théorème de 
Sturm, de la regula falsi et celle de Newton, en appliquant cette dernière 
au calcul des racines carrées. I] serait souhaitable que dans une édition 
ultérieure ce Chapitre puisse être complété par la démonstration de la 
règle de Descartes. 

Le Chapitre XVII et les suivants contiennent un exposé d'Algebre 
abstraite qui est — conformément aux tendences modernes — largement 
développé. Cet exposé possède de nombreux avantages par rapport 
à d’autres exposés semblables: il contient un très grand nombre des exemples 
particuliers qui rendent les notions abstraites accesibles et familières 
aux lecteurs, il n’exige que les connaissances minimes de la théorie des 
nombres et il contient plusieurs renseignements au sujet des substitutions* 
corps et groupes infinis. Le Chapitre XVII ext consacré à la théorie générale 
des opérations abstraites (désignées par des symboles © ct ©). Le contenu 
de ce Chapitre est entièrement nouveau — à ma connaissance il ne se 
trouve nulle part dans les Traités d'Algtbre. M. Sierpinski a eu une 
idée tres heureuse d'introduire dans ce Chapitre des tableaux des opérations 
analogues à la table de inultiplication, il traite en détail les opérations 
permutables, associatives ou distributives par rapport à d’autres opérations, 
il étudie la théorie des opérations inverses ou inverses par rapport aux 
inverses et la notion d'isomorphisme des deux opérations. 

Aprés avoir montré (Chap. XVIII) que toute substitution est le pro- 
duit des substitutions cycliques l’auteur passe, dans le Chapitre XIX, 
à la théorie des groupes, il démontre plusieurs résultats classiques et en 
particulier ler faits que le nombre des sous-groupes d'un groupe cyclique 
est égal au nombre des diviseurs du nombre des éléments du groupe et que 
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la partie commune d'un nombre quelconque des sousgroupes est un sous- 
groupe; du fait que le nombre des éléments d'un sousgroupe est un diviseur 
du nombre des éléments du groupe il déduit une généralisation du petit 
theoreme de Fermat de la théorie des nombres. Apres avoir exposé les 
propriétés des groupes isomorphes et automorphes l’auteur étudie en détail 
les groupes contenant 4 ou 6 éléments A l’aide des „tahle de multiplication“ 
et il s'occupe aussi des groupes homomorphes et endomorphes. En termi- 
nant le Chapitre l’auteur montre qwa chaque sousgroupe du groupe sy- 
métrique appartient un polynôme. Dans le Chapitre XX l’auteur généralise 
la notion du corps introduit dans le Chapitre XIII, en remplacant les 
nombres par les éléments quelconques et l'addition et la multiplication 
ordinaires par l'addition“ et „la multiplication“ abstraites; il expose 
la théorie de l’adjonction et il démontre que tout corps composé de plus 
d'un éléments possède un souscorps simple et un seul ce souscorps con- 
tient (dans.le cas d’un corps fini) un nombre premier p d'éléments ct est 
isomorphe avec le corps de toutes restes mod p tandis que le nombre des 
éléments du groupe est une puissance de p; tout corps simple infini est 
isomorphe avec le corps des nombres rationnels. En terminant le Cha- 
pitre l’auteur étudie en détail tous les corps composta de 4 éléments. Le 
lecteur préparé par les considérations des Chapitres précédents peut aborder 
la dernière partie de l’ouvrage, à savoir „Esquisse de la théorie de Galois“: 
Cette théorie considérée souvent par les étudiants comme la partie la plus 
difficile d'Algebre a été exposée par M. Mostowski d'une facon claire 
et élégante. Esquisse de la théorie de (ralois est subdivisée en deux parties: 
„Groupe du Galois" et „Applications aux équations algćbriques*. Dans 
la première partie M. Mostowski introduit la notion du groupe de Ga- 
lois G, il montre qwa chaque sousgroupe de G correspond un nombre du 
corps K(x,,%,,...,T,) pour lequel ce groupe est le groupe de symetrie et il 
genćralise le théoréme fondamental de la theorie des polynómes syme- 
triques (Chap. IX) en faisant voir que tout polynóme des variables z, 
invariant par rapport aux substitutions de G appartient au corps A des 
coefficients de l'équation f(x) = 0 dont les z, sont des racines. Après avoir 
étudié quelques exemples où l’on peut déterminer le groupe de Galois G 
l’auteur démontre entre autres, les théorèmes anivants: si H est le groupe 
de symétrie d'un nombre 6 de Z, 6 est le nombre algébrique par rapport 
a K dont le degré est égal à Vindice de H par rapport à G;si le groupe de 
symétrie d'un nombre Z contient H on a £=R(8) où À est un polynôme 
a coefficients appartenant au K (théoréme de Lagrange); pour que f(z) 
soit irréductible dans K il faut et il suffit que le groupe G soit transitif. 
L'auteur aborde ensuite le probléme de la construction d'une équation 
a coefficients appartenant a un corps A donnć et dont le groupe G est 
isomorphe avec un groupe donnć ct il fait voir que ce probléme peut étre 
résolu dans le cas du groupe G symétrique lorsque A est le corps des nombres 
rationnels et n premier; il montre aussi que tout corps compris entre A et 3 
est identique à l'ensemble des nombres de X dont le groupe de symétrie 
contient un sousgroupe de G et rćciproquement. 
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Dans la seconde partie de son exposé M. Mostowski étudie la ré- 
duction du groupe G par l’adjonction d'un nombre 6 de Z et le groupe 
de Galois de l’équation à laquelle satisfait ©, il montre ensuite comment 
on peut ramener la résolution de l’équation à celle des équations aux groupes 
simples, établit la simplicité du groupe alterné pour #44 et aborde enfin 
le problème de la résolution algébrique des équations à l’aide des radicaux. 
Le théorème principal relatif à ce sujet est énoncé sous la forme plus com- 
pliquée mais en revanche plus précise que d'habitude, car on indique une 
borne supérieure de degrés des radicaux qui entrent en jeu. En appliquant 
ce théorème l’auteur obtient le théorème d’A bel et la condition classique 
pour qu’un polygone régulier puisse être construit à l’aide de la règle et du 
compas, il énonce aussi la condition nécessaire et suffisante de J. Pier- 
pont (1895) pour qu’un tel polygone puisse être construit à l’aide de la 
règle, du compas et d’un instrument qui permet de tracer une courbe du 
2 degré passant par 5 points donnés. En généralisant le théorème de Holder 
relatif au „casus irreducibilis de l’équation du 3 degré l’auteur établit 
encore le théorème suivant: si À est un corps des nombres réels, si toutes 
les racines de l'équation f(x) = 0 sont réelles et si l’ordre du groupe G de cette 
équation dans K contient un diviseur impair plus grand que I, alors l’équa- 
tion n'est pas résoluble dans A à l’aide des radicaux réels. 

L'analyse précédents de l’ouvrage de M. Sierpinski démontre la 
valeur incontestable de ce livre qui traite toutes les parties importantes 
d'Algebre, qui possède à la fois les qualités d’ordre scientifique et péda- 
gogique et qui devrait être répandu le plus largement possible, en premier 
lieu parmi les étudiants. 


M. Biernacki. 


Problémes 


Soit E un ensemble infini fermé et borné de points du 
plan, %,21,...,2, Un système de n +1 points de E, V, la borne 
supérieure du produit 

V (20, +025 Zn) = II |2,—żx| 
0<i<k<n 
lorsque n étant fixe les z; varient dans FE, 70,7%, ---17n UN 
système de points de E pour lequel V(70, :.., Mn) -Vn; SUppo- 
sons encore que les indices des points No, ».-+?x soient choisis 
de maniere que si l’on pose 


(A) l | 
An = |q — nol |1 — Ni-a le nia | += |M Nal, 
pour è =0,1,...,n, 
on alt 
(0) —- |) ( 
An = An = coe =< Ae 


On sait [ces Annales, t. 18 (1945), p. 5] que les suites {Va} 
n(n+-1) 
et V4. 40. 40) tendent vers le diamètre transfini d(K) 


de E. 


n 
Quel doit être l’ensemble E pour que la suite {} 40} tende 
aussi vers d(E)? 


Probleme de M. F. Leja 


J. 


M. 


S. 
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